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LA INFINITUD DEL SISTEMA DE NUMEROS
ENTEROS. INDUCCION MATEMATICA

1. El principio de induccién matematica

La sucesion de enteros 1, 2, 3, 4, ..., no tiene fin, puesto que después de cada
entero n hay uno siguiente, el n + 1. Expresaremos esta propiedad diciendo
que la sucesion de enteros contiene infinitos enteros. La sucesion de enteros
constituye el ejemplo mas sencillo y natural del infinito matematico, el cual
desempena un papel dominante en la matematica. A lo largo de nuestra vida
necesitaremos manejar colecciones o conjuntos que contienen una infinidad de objetos matematicos; por
ejemplo, el conjunto de todos los puntos de una recta o el conjunto de todos los triangulos de un plano.

La sucesion de enteros es el ejemplo mas simple de conjunto infinito. El proceso de ir paso a paso, de
nan +1, que engendra la sucesion infinita de los enteros forma también la base de uno de los tipos fun-
damentales de razonamiento matematico: el principio de induccién completa. La inducciéon empirica de las
ciencias naturales procede de una serie particular de observaciones de un cierto fendmeno para establecer
una proporcion o ley general que debe regir todas las posibilidades del fenémeno.

El grado de certeza con que se establece esta ley depende del nimero de observaciones particulares y de
confirmaciones del fendmeno. Este tipo de razonamiento inductivo es a menudo plenamente convincente;
la prediccion de que mafiana el Sol hard su salida por el Oriente tiene toda la certeza posible; pero el caracter
de esta proposicion no es el mismo que el de un teorema probado con razonamientos estrictamente l6gicos.

De modo completamente distinto se utiliza la induccién completa o matematica para establecer la certeza de
un teorema matematico en una sucesion infinita de casos: el primero, el segundo, el tercero, y asi de seguido,
sin excepcion.

Designemos con A una proposicion que se refiera a un entero arbitrario n; por ejemplo, A puede ser la pro-
posicion: “La suma de los angulos de un poligono convexo de n + 2 lados es n veces 180°". A" puede consistir
en la afirmacién: “Trazando n rectas en un plano, no se puede dividir este en mas de 2" partes.

Para probar uno de estos teoremas para cualquier entero n no es suficiente probarlo para los 10 o 100, ni
aun para los 1 000 primeros valores de n. Este modo de proceder corresponderia precisamente a la induccion
empirica. En su lugar, debemos usar un método estrictamente matematico y no un razonamiento empirico,
cuyo caracter indicaremos en lo que sigue, al probar los ejemplos especiales A y A". En el caso A sabemos que

* Recordamos a los lectores que los temas editados en Lenitas Geométricas son material preparado y en gran parte desarrollado y sugerido por el
doctor Miguel de Guzmén y los doctores Richard Courant, Herbert Robbins y Roger Penrose.
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paran =1 el poligono es un tridngulo, y por geometria elemental se sabe que la suma de sus angulos es 180°.
Para un cuadrilatero, n = 2, se traza una diagonal que dividira al cuadrilatero en dos tridngulos.

Entonces se ve de modo inmediato que la suma de los angulos del cuadrilatero es igual a la suma de los an-
gulos de los dos triangulos, lo que da 180° + 180° = 2 - 180°. Procediendo analogamente para el pentagono,

n =3, se descompone en un triangulo y un cuadrilatero. Puesto que la suma de los angulos del dltimo es
2 -180°, como acabamos de probar, y siendo la suma de los angulos del tridngulo 180°, obtenemos para el
pentagono 3 - 180°. Ahora bien: resulta claro que podemos proceder indefinidamente en la misma forma,
probando el teorema para n = 4; luego, paran =5, y asi sucesivamente.

Cada proposicion se deduce de la precedente de la misma manera, de modo que el teorema general puede

ser establecido para todo n.

Analogamente podemos probar A’; paran =1 es evidente, ya que una recta divide al plano en dos partes.
Afadamos una segunda recta. Cada una de las partes anteriores quedara dividida en dos nuevas partes, salvo
que la nueva recta sea paralela a la primera. En ambos casos, para n = 2 no resultan mas de 4 = 22 partes.

Afadamos una tercera recta; cualquiera de las regiones anteriores quedara o bien dividida en dos partes o
sin dividir. Asi, la suma de partes no podra ser mayor que 2 - 22 = 2°. Sabiendo que esto es cierto, podemos

probar el caso siguiente en la misma forma, y asi indefinidamente.

La idea esencial de los argumentos precedentes consiste en establecer un teorema general A para todos los
valores de n, probando seguidamente una sucesion de casos especiales A, A, ... La posibilidad de hacerlo

depende de dos hechos:

a) Existe un método general para probar que si cualquier proposicion A_es cierta, la proposicion
siguiente, A_ | sera también cierta.

b) Se sabe que la primera proposicion A, es cierta. Entonces, todas las proposiciones de la serie: A ,
A, A, ..., deben ser ciertas; es un principio l6gico que resulta tan fundamental para la matematica

como lo son las reglas clasicas de la l6gica aristotélica.

Por ello vamos a enunciarlo explicitamente, como sigue.

Supongamos que queremos establecer una sucesion infinita de proposiciones matematicas que juntas cons-
tituyen una proposicion general A - Supongamos: a) que por un razonamiento matematico se prueba que, si
r es un entero cualquiera, de la verdad de la proposicion A se sigue la verdad de la A | y b), se sabe que la
proposicion A es cierta. Por lo tanto, todas las proposiciones de la sucesion son ciertas y queda probada A.

No debe haber duda en aceptar esto, del mismo modo que no la tenemos para aceptar las reglas elementales
de la légica ordinaria como un principio del razonamiento matematico, ya que se puede establecer la verdad
de cualquiera de las proposiciones A partiendo de la asercion b) de que A, es cierta, y procediendo por uso
repetido de la asercion a) para establecer sucesivamente la verdad de A, A, A, ... y asi hasta llegar a la pro-
posicion A . El principio de inducci6on matematica se basa en el hecho de que después de cada entero r hay un
siguiente r + 1, y que todo entero n puede ser alcanzado mediante un nimero finito de pasos, a partir del 1.
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Con frecuencia, el principio de induccion matematica se aplica sin mencionarlo explicitamente, o viene
indicado simplemente por un “etc.” o un “y asi sucesivamente”. Asi sucede, en particular, en la ensefianza
elemental. Pero el uso explicito del razonamiento inductivo es indispensable en demostraciones mas sutiles.
Damos a continuacién algunos ejemplos de caracter sencillo, pero no trivial.

2. Progresiones aritméticas

Para todo valor de n, lasuma 1l +2 + 3 +...+ n de los n primeros enteros es igual a
n(n +1). Para probar este teorema por induccién matematica debemos demostrar que
para cualquier n la proposicion A :

1+2+3+...+n:%n(n+1) )

es cierta.

a) Observemos que si r es un entero y si se sabe que la proposicion A es cierta; es decir, si
sabemos que

1+2+3+...+r:%r-(r+1),

sumandole el nmero (r + 1) a los dos miembros de esta igualdad obtenemos la ecuacion

1+2+3+...+r+(r+1):%r(r+1)+(r+1)(r+1):%(r+1)(f+2),

que es precisamente la proposicion A .

b) La proposicion A, es evidente, ya que 1 = > 2 De donde, por el principio de induccion matematica, la
proposicion A es cierta para todo n, como se queria demostrar.
Corrientemente se suele probar escribiendo la suma 1 + 2 + 3 +...+ n de dos maneras:

S =1+2+.+(-1+n

S=n+(n-D+...+2+1

Al sumar, se observa que cada par de nimeros de la misma columna da como suma n + 1, y puesto que hay
n columnas en total, se sigue

25 =n(n+1)
lo que prueba el resultado indicado.

De (1) se puede deducir de modo inmediato la férmula de la suma de los (n + 1) primeros términos de
cualquier progresién aritmética,

P=a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+nd)= %(n+1)(20+nd) @
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Puesto que

Pn:(n+1)a+(1+2+...+n)d:(n+1)a+%n(n+1)d:

_ 2(n+1)a;n(n+1)d =%(n +1) Qa + nd).

Para el casoa =0y d =1, esta formula es la misma (1).

3. Progresiones geométricas

Se pueden estudiar las progresiones geométricas de modo anélogo al precedente. Probaremos
que para todo valor de n se tiene
n+l
@ Gn=a+aq+aq2+...+aq"=all_q : 3)
-9
(Suponemos g # 1, ya que de otro modo el Gltimo miembro de (3) no tendria significado.) La
proposicion es cierta para n =1, ya que entonces
a(l-¢’ 1+q)(1-
G =a+aq= ( 9 )= a(1+9)(1-9) =a(1l+q).
1-q 1-q

Y si suponemos que se tiene

Gn:a+aq+...+aq’:a1

resulta como consecuencia

r+1

Gr+1:(a+aq +.”+aqr)+aqr+1:Gr+aqr+1: a +aqr+1=
—-q
) (1_qr+1)+aqr+1(1_q) _al_qr+1+qr+1_qr+2 _al_qr+2
1-g 1-q 1-q

Pero esto es precisamente la proposicion (3) para el cason =r + 1, lo que completa la demostracion. En los
libros elementales, la prueba habitual procede como sigue. Pongamos

G =a+aq+..+aq",
y multipliquemos los dos miembros por g. Se obtiene
qG =aq+aq’ +...+aq""".
Restando entonces los miembros correspondientes de las dos igualdades, resulta
G -qG =a-aq"".
Q-g)C, =al-g""),

4. Suma de los n primeros cuadrados

Otra interesante aplicacion del principio de induccion se refiere a la suma de los n primeros cua-
drados. Mediante ensayos directos se encuentra, al menos para valores pequefios de n,
n(n+1)(2n+1)

6
y se supone que esta férmula pueda ser valida para todos los enteros n. Para probarlo, haremos uso de nuevo
del principio de induccion. Comenzaremos por observar que si la proposicion A , que en este caso coincide
con la ecuacion (4), es valida para el caso n = r, de modo que se tenga
r(r+1)(2r+1)

6 ’
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sumando (r + 1) a los dos miembros de esta igualdad se obtiene

12+22+32+4%2 4+ +r7+(r+1)= W+(r+l)2:
Cr(r+1)(2r+1)+6(r+1)"  (r+1)[r(2r+1)+6(r+1)]
= - = - =
_ (r+1)(2r2+7r+6) _ (r+1)(r+2)(2r+3)
6 6 ’

que es precisamente la proposicion A | en el caso presente, puesto que se obtiene sustituyendo n porr +1
en (4). Para completar la demostracion necesitamos Gnicamente observar que la proposicion A, en este caso
la ecuacion
1(1+1)(2+1)

6
es evidente. Por tanto, la ecuacion (4) es valida para cualquier n.

1=

Formulas analogas pueden hallarse para potencias superiores de los enteros 1¢ + 2% + 3% +...+ n¥, donde k es
un entero positivo cualquiera. Como ejercicio, podemos probar, mediante induccion matematica, que

2
1
13+23+33+...+n3=[@] . 5)

Debe observarse que, si bien el principio de induccién matematica es suficiente para probar la férmula (5)
una vez que se la conoce, la demostracion no da indicacion alguna sobre el modo en que dicha férmula pue-
de encontrarse; es decir, sobre el por qué debe suponerse la expresion [n(n + 1)/2]* como resultado para la

suma de los n primeros cubos, envezde la[n(n +1)/3]* o %(19n2 —41n+24) /2 o cualquiera de las infinitas

expresiones analogas que pudieran ser consideradas.

El hecho de que la demostracion de un teorema consista en la aplicacion de ciertas reglas sencillas de lo6gica
no disminuye el valor del elemento creador en matematicas, el cual desempefia su papel en la eleccién de
las posibilidades que deban ser tenidas en cuenta. La cuestion del origen de la hipotesis (5) pertenece a
un dominio en el cual no pueden ser dadas reglas generales; ensayos, analogias e intuicién constructiva
tienen en esto un papel importante. Pero una vez formulada correctamente la hipotesis, el principio de
induccién matematica es con frecuencia suficiente para dar la demostracion. En tanto que una demostra-
cién no proporcione una indicacion para el acto del descubrimiento, debe llamarse mas propiamente una
comprobacioén.

5. Una desigualdad importante

En otro capitulo haremos uso de la desigualdad

A +p)y=1+np, (6)

que es valida para todo nlimero p > -1y todo entero positivo n. (Con objeto de
dar mayor generalidad, anticipamos aqui el uso de nlimeros negativos no enteros
admitiendo como p cualquier nimero mayor que -1. La demostracion en el caso
general es exactamente la misma que en el caso en que p es un entero positivo.)
Usaremos de nuevo la induccién matematica.

a) Sies cierto que (1 + p)" =1 + rp, multiplicando los dos miembros de esta desigualdad por el nimero
positivo 1 + p se obtiene

AQ+p)t=1l+rm+p+rp’
Si prescindimos del término positivo rp?, se tendra

Q+p)t=1+(+1p

lo que prueba que la desigualdad (6) vale también para el entero siguiente r + 1.
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b) Evidentemente, se tiene (1 + p)* =1 + p. Esto completa la demostracion de que (6) es cierta para todo
n. La restriccion de que p > -1 es esencial. Si es p < -1, 1 + p es negativo y el razonamiento empleado
para a) deja de ser valido, puesto que, si se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un
nGmero negativo, la desigualdad cambia de sentido. (Por ejemplo, si multiplicamos los dos miembros de
la desigualdad 3 > 2 por -1, obtendremos -3 < -2.)

6. El binomio de Newton

Con frecuencia es importante tener una expresion explicita para la n-ésima potencia de un
binomio (a + b)".

Mediante célculo explicito se obtiene:

paran=1,(a+b)=a+b;

paran=2,(a+b) =(a+b)a+b)=a(a+b)+b(a+b)=a’+2ab+b?

paran =3, (a+b)*=(a+b)(a+b) =a(a*+2ab +b*) + b(a’+2ab + b?) =a* + 3a’b + 3ab* + b?;

y asi sucesivamente. j Cudl es la ley general de formacion, implicita en la expresion “y asi sucesivamente”?
Examinemos el proceso mediante el cual calculamos (a + b)*. Puesto que es (a + b)> = (a + b)(a + b), se ob-
tiene el desarrollo de (a + b)? multiplicando primero cada término de la expresion a + b por a y luego por b
y sumando después. El mismo procedimiento se utilizd para calcular (a + b)* = (a + b)(a + b)*.

Se puede continuar del mismo modo para calcular (a + b)*, (a + b)?, y asi indefinidamente. La expresion de
(a + b)" se obtendria multiplicando cada uno de los términos de la expresion de (a + b)"?, calculada previa-
mente, primero por a y luego por b, y sumando. Esto conduce al diagrama siguiente

Triangulo de pascal Potencia de una suma
1 (a+b)° =1
11 (a+b)}=1a+1b
1 2 1 (a +b)? =1a’ + 2ab + 1b?
1 3 3 1 (a +b)’>=1a’ + 3a’b + 3ab? + 1b>
1 4 6 4 1 (a + b)* =1a* + 4a°b + 6a°b? + 4ab® + 1b*
1 5 10 10 5 1 (a + b)> =1a° + 5a*b + 10a*b? + 10a’b® + 5ab* + 1b°

el cual da inmediatamente la regla general para formar los coeficientes del desarrollo de (a + b)". Para ello
construimos un esquema triangular de nimeros, partiendo de los coeficientes 1, 1 de a + b, y de tal modo
que cada nimero del tridngulo es la suma de los dos nimeros inmediatos a él en la fila precedente. Esta
disposicion de los niimeros es conocida con el nombre de tridngulo de Pascal.

La fila n-esima de este esquema da los coeficientes de desarrollo de (a + b)" segiin las potencias decrecientes
de ay crecientes de b, asi (a + b)” = a’ + 7a°b + 21a°b? + 35a*b® + 35a°b* + 21a’b® + 7ab® + b’.

Usando una anotacién concisa mediante indices y subindices se pueden representar los nimeros de la n-esi-
ma fila del triangulo de Pascal por C; =1, C],C;,C},....C,,C) =1.

n-1’"*n

Entonces, la formula general para (a + b)" puede escribirse
(a+n)" =a"+Cla"*b+Cla"b* +...+Cab" +b" 7)
y de acuerdo con la ley de formacién del triangulo de Pascal, se tiene
C=Cl+C (@

Como ejercicio, podemos utilizar esta relacion, junto con el hecho de que C; =] =1, para probar, mediante
induccién matematica, que
n(n-1)(n=-2)...(n-i+1) n!

"o - 9
g 12300 it(n—i)! ©
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(Para todo entero positivo n, el simbolo n! -léase “factorial de n”~ designa el producto de los n primeros
enteros: n!=1x2 x3 x...xn.Y resulta conveniente definir también 0! por la igualdad 0! = 1; de este modo
(9) esvalido parai=0ei=n.

Esta formula explicita para los coeficientes del desarrollo binémico se conoce con el nombre de teorema del
binomio.

Ejercicios de entrenamiento

Demuéstrese por induccion matematica:
1 1 1 n

1. + oot = .
1x2 2x2 n(n+1) n+1
2. 1+%+%+...+£=2—n+2.
2 2 2 2" 2"

3. 1+2g+3¢°+...+nq"" =

o+l

4. (1+q)(1+q2)(1+q4)...(1+q2n)=1—1qu

Hallese la suma de las siguientes progresiones geométricas:

1 1 1

5. .
(ex) (ren) ey

X X X
6. 1+ + +...+

(1+x2) (1+X2)2 (1+x2)n-
7. X -y + X -y 2+...+ -y ”'
X2+y2 X2+y2 X2+y2
Utilizando las formulas (4) y (5), pruébese:
n+1)(2n+1)(2n+3)

8. 12+32+...+(2n+1)2=( 3 .

9. 13+33+...+(2n+1)3 =(n+1)2(2n2+4n+1).

10. Demuéstrense los mismos resultados directamente por inducciéon matematica.

7. Algunas observaciones a proposito de la induccion matematica

El principio de induccién matematica puede modificarse un poco y adoptar la siguiente forma:

“Si-una sucesion de proposiciones A, A, A donde s es un entero positivo, es tal que:

+17 7 Ts42! 77T

a) paratodo valorder=s, delaverdad de A sesigue laverdad de A |y

b) sesabe que A_es cierta;
entonces, todas las proposiciones A, A_, ..., son ciertas; es decir, A es cierta para todo n =s.

Se aplica aqui el mismo razonamiento utilizado para establecer la validez del principio ordinario de induccion
matematica, con la (inica variante de sustituir la sucesion 1, 2, 3... por la sucesion analogas, s + 1,5 + 2, ...
Usando el principio en esta forma, se puede precisar mas la desigualdad (6) eliminando la posibilidad del
signo =. Se puede probar que: paratodop =0y p > -1y para todo enteron = 2,

A +p)y>1+np. (10)

-7- Dialogando con los maestros...



Dejamos la demostracion para hacerla después. Estrechamente ligado con el principio de induccién matema-
tica esta el lamado principio del menor entero, el cual establece que todo conjunto C, no vacio, de nimeros
enteros positivos contiene un entero menor que todos los demas.

Un conjunto vacio es aquel que no contiene elementos; por ejemplo, el conjunto de las circunferencias recti-
lineas o el conjunto de los enteros n tales que n > n. Por razones obvias excluimos tales conjuntos de nuestro
principio. El conjunto C puede ser finito, tal como el conjunto 1, 2, 3, 4, 5, o infinito, como el conjunto de
todos los nimeros pares 2, 4, 6, 8, 10, ... Cualquier conjunto C, no vacio, debe contener cuando menos un
entero, por ejemplo, el n, y entonces el mas pequeno de los enteros 1, 2, 3, ..., n que pertenezca a C sera el
menor de los enteros contenidos en C.

Para comprender bien el significado de este principio se debe observar que deja de ser cierto si se aplica a
cualquier conjunto C de nimeros que no sean enteros; por ejemplo, el conjunto de fracciones positivas 1,
1/21/3, ... 1/n no contiene una fraccion menor que todas las demas, no contiene un minimo.

Desde el punto de vista de la l6gica es interesante observar que el principio del menor entero puede ser uti-
lizado para demostrar el principio de induccién mateméatica como un teorema. Con tal objeto, consideremos
cualquier sucesion de proposiciones A, A, A, ... tales que:

a) Para todo entero positivo r, la verdad de A | se sigue de lade A .
b) Se sabe que A, es cierta.

Probaremos que la hipdtesis de que cualquier A sea falsa es absurda. Pues si alguna de las A fuese falsa, el
conjunto C de todos los enteros positivos n para los cuales fuera falsa A seria un conjunto no vacio. Por el
principio del menor entero, C contendria un entero p mas pequenio que todos los demas, y p deberia ser > 1
a causa de b). Por tanto, se tendria que A  seria falsa mientras que A, seria cierta; pero esto contradice a).

Una vez mas, insistimos en que el principio de induccién matematica es completamente diferente de la in-
duccién empirica de las ciencias naturales. La confirmacién de una ley general en cualquier nimero finito de
casos, por grande que sea dicho nimero, no suministra una demostracioén de la ley en el sentido matematico
riguroso, y esto aunque no sea conocida excepcion alguna. Tal ley quedara Gnicamente como una hipétesis
plausible, sujeta siempre a modificaciones por los resultados de ulteriores experiencias.

En matematicas, una ley o un teorema quedan probados Gnicamente cuando se demuestra que son una
consecuencia l6gicamente necesaria de ciertos supuestos admitidos como validos. Existen varios ejemplos de
proposiciones matematicas que han sido comprobadas en todos los numerosos casos particulares estimados,
pero que hasta la fecha no han sido demostradas en general. Se puede sospechar que un teorema es cierto en
general si resulta cierto en un nimero de ejemplos; entonces cabe intentar probarlo mediante la induccion
matematica. Si el intento tiene éxito, el teorema queda demostrado; si se fracasa, el teorema puede ser cierto
o falso y alglin dia podra, posiblemente por otros métodos, ser aprobado o rechazado.

Al usar el principio de induccién matematica, se debe estar seguro de que las condiciones a) y b) estan efec-
tivamente satisfechas. Descuidar esta precaucion puede conducir a absurdos como el que sigue (invitamos
al lector a que descubra el error en el razonamiento).

“Probaremos” que dos enteros positivos cualesquiera son iguales; por ejemplo, que 5 = 10. Comenzamos con
una definicion: si a y b son dos enteros positivos desiguales, definimos como max. (a, b) aquel de los dos
que sea mayor: si es a = b pondremos max. (a, b) =a = b.

Asi, max. (3, 5) = max. (5, 3) = 5, mientras que max. (4, 4) =4 . Sea ahora A_la proposicion: “Sia 'y b son
dos enteros positivos cualesquiera, tales que max. (a, b) = n se tienea = b.

a) Supongamos que A es cierta. Sean a y b dos enteros positivos cualesquiera, tales que max. (a, b) =r + 1.
Consideremos los dos enteros

oa=a-1
B=b-1;

se tendra entonces: max. (o, B) =r. De aqui resulta o. = B, puesto que suponiamos que A es cierta. De
donde se sigue a = b; en consecuencia, A _ es cierta.

-8- Dialogando con los maestros...



b) A, esevidentemente cierta, pues si es max. (g, b) =1 se tendra, ya que suponemos a y b enteros positivos,
que estos dos nimeros deben ser iguales a 1. Por lo tanto, en virtud de la induccion matematica, A  es
cierta para todo n. Ahora, si a y b son dos enteros positivos cualesquiera, designemos méx. (a, b) por
r. Puesto que hemos probado que A es cierta para todo n, se tendra en particular que A es cierta. En
consecuencia a = b.

N\

Ir. Dialojmao con los /xfefover sobre los sistemas numéricos

$Qué es la matemdtica y la... imaginacion, creatividad y aventuras detl pensamiento?

LOS NUMEROS PITAGORICOS Y
EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Una interesante cuestion de la teoria de nlimeros se halla relacionada con
el teorema de Pitagoras. Los griegos sabian que un tridngulo con lados
3, 4,5, es un triangulo rectangulo. Se presentaba entonces la cuestion
general: "3 Qué otros triangulos rectangulos tienen sus lados iguales a
mltiplos enteros de la unidad de longitud?”. El teorema de Pitagoras se
expresa algébricamente por la ecuacion

a’+b2=¢? (D)

donde ay b son las longitudes de los catetos, y ¢, la de la hipotenusa. El problema de hallar todos los triangu-
los rectangulos con lados de longitud entera es equivalente al de hallar las soluciones enteras de la ecuacion
(1). Una terna de dichos nlimeros se llama terna de niimeros pitagéricos.

El problema de hallar todas las ternas de nimeros pitagéricos puede resolverse facilmente. Sia, by ¢ forman
L o a b

una terna pitagoérica, de modo que a* + b? = ¢?, pongamos para simplificar —=x,—=y, donde x e y son
c c

nGmeros racionales para los cuales se verifica x? + y? = 1. Entonces, se tiene y* = (1 - x) (1 + x), o, lo que es
lo mismo, y/(1 +x) = (1 - x)/y. El valor comln de los dos miembros de esta ecuacién es un nimero t que
puede expresarse como cociente de dos nlimeros enteros u/v. Podemos escribir entonces: y = t(1 + x) y
(1 -x) =ty; es decir,

tx-y=-t,x+ty=1.

De este sistema de ecuaciones se deduce inmediatamente

1=t 2
1+t Y 1+t°
y sustituyendo x, y, t por sus valores, se tiene
a_ vi-u b duv
c U+v c u+v
Por consiguiente,
a=W*-udr,
b = Quv)r,
c =W+ v, @)

con un factor arbitrario de proporcionalidad r. Esto prueba que si (a, b, ¢) es una terna pitagoérica, a, b, c son
proporcionales a v? - u?, 2uv, u? + v?, respectivamente. Reciprocamente, es facil ver que toda terna (a, b, c)
definida mediante (2) es pitagorica, ya que de (2) se sigue

a’ = (U* - 2uiv? + vHr?,
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b? = (4u*v? + vHr?,
= (Ut + 2uPv? +vHr?,
de forma que a* + b? = .
El resultado anterior puede simplificarse a(in: a partir de cualquier terna pitagérica (a, b, ¢) se pueden obte-
ner otras ternas pitagoricas (sa, sb, sc) para todo valor entero de s; asi, de (3, 4, 5) se obtienen las (6, 8, 10),
(9, 12, 15), etc. Tales ternas no son esencialmente distintas, ya que corresponden a triangulos rectangulos

semejantes. Definiremos como primitiva a toda terna pitagérica cuando los nimeros a, b, ¢ no tengan nin-
gln factor comin. Se puede probar que las formulas

a=v:-u’
b =2uv,
c=u>+V?

dan para todo par de enteros positivos u, v con u > v y tales que u y v no tengan factores comunes ni sean
los dos impares, todas las ternas primitivas de nimeros pitagoricos.

Ejercicio. Demuéstrese la Gltima proposicion.

Como ejemplos de ternas primitivas de niimeros pitagoricos se tiene:
u=2,v=1G45);u=3v=2(51213);u=4,v=3:(724,25); ..;u=10, v =7:(51,140,149); etcétera.

Los resultados alcanzados para los nimeros pitagoricos inducen de modo natural a plantear la cuestion de
obtener enteros a, b, ¢ para los que se verifique a? + b? = >0 a* + b* = ¢*, o, en general, para un exponente
entero positivo n > 2 dado, a determinar las soluciones enteras y positivas de la ecuacion

a +b"=c". 3)
Fermat dio a esta cuestion una respuesta de modo un poco espectacular.

Estudiando la obra de Diofanto, el que mas habia contribuido entre los antiguos a la teoria de nimeros,
Fermat tenfa la costumbre de escribir comentarios en los margenes del libro. De esta forma enunci6 sin de-
mostracion muchos teoremas. Todos han sido probados posteriormente, con excepcion de uno de ellos de
especial importancia. Comentando la teoria de los nimeros pitagéricos, Fermat escribié que la ecuacion (3)
no admite soluciones enteras para cualquier n > 2, pero que la elegante demostracion que habia encontrado
era, por desgracia, demasiado larga para el margen de que disponia.

De esta proposicion general no han podido ser demostradas ni su validez ni su falsedad, a pesar de los es-
fuerzos de muchos de los mas grandes matematicos posteriores a Fermat, durante muchos anos. El teorema
fue probado para varios valores de n; en particular para todo n < 619, pero no para todo n, sin haber podido
encontrarse ningin contraejemplo.

Aunque el teorema en si no es de gran importancia matematica, las tentativas hechas para demostrarlo
dieron lugar a importantes investigaciones en la teoria de nlimeros. Este problema desperté también gran
interés en circulos no matematicos, debido en parte a un premio de 100 000 marcos ofrecido a la primera
persona que diera una solucion aceptada por la Real Academia de Gotinga. Hasta que la inflacion que sigui6
en Alemania a la Primera Guerra Mundial quitd todo valor econémico a dicho premio, gran nlimero de solu-
ciones incorrectas eran enviadas todos los afos a la Academia.

Incluso matematicos serios han creido a veces haber encontrado e incluso han publicado soluciones “correc-
tas”; sin embargo, en todas ellas fue descubierto algtn error. Con la devaluacién del marco, el interés general
fue desapareciendo, aunque de cuando en cuando la prensa anunciaba que el problema habia sido resuelto
por un genio hasta entonces desconocido.
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En el afio 1995, el matematico Andrew Wiles, en un articulo de 98 paginas publicado en Annals of mathe-
matics, demostré una conjetura que engarza las formas modulares y las curvas elipticas. De este trabajo,
combinado con ideas de Gerhard Frey y con el teorema de Ribet, se desprende la demostracion del Gltimo
teorema de Fermat.

EL ALGORITMO DE EUCLIDES

7z 1. Teoria general

Es bien conocida la regla de division de un entero a por otro b, y sabemos que el proceso de divi-
sién no termina hasta que se llega a un resto mas pequeno que el divisor. Asi, sia =648y b =7 se
obtiene un cociente g = 92 y un resto r = 4.

648
68192
18
14

4

648 =7%x92 +4

N

Lo que se puede enunciar como un teorema general: Si a es un entero cualquiera y b es un entero mayor
que 0, se pueden encontrar siempre dos enteros q y r tales que

a=bxq+r @
O0<r<b

Para probar esta proposicion sin utilizar la regla ordinaria de division de enteros, basta con fijarse en que
cualquier entero a es o bien multiplo de b, a = bg, o bien esta comprendido entre dos multiplos consecutivos

deb, bg<a<b(g+1)=bg+b.

En el primer caso se tiene (1) conr =0, y en el segundo resulta, de la primera desigualdad anterior,
a-bg=r>0,

mientras que la segunda desigualdad da
a-bg=r<b,

de modo que resulta 0 <r < b, como se dice en (1).

De este sencillo hecho se deduce una gran variedad de consecuencias importantes; la primera de ellas es un
método para hallar el maximo comin divisor de dos enteros.

Sean a y b dos enteros cualesquiera, ninguno de los cuales sea 0, y consideremos el conjunto de todos los
enteros positivos que dividen simultaneamente a a y b. Este conjunto es evidentemente finito, puesto que si,
por ejemplo, es a z 0, ninglin entero mayor que a puede ser divisor de a. En consecuencia, no puede haber
mas que un ndmero finito de divisores comunes a a y b, y entre ellos habra uno mayor que todos, d.
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Este nimero entero d se llama médximo comdn divisor de ay b, y se escribe d = (a, b). Asi, paraa =8y b =12
se obtiene por ensayos directos (8,12) = 4, mientras que paraa =5y b =9 resulta (5,9) = 1. Sia y b fueran
nameros grandes, por ejemplo, a = 1804 y b = 328, el método de ensayos seria muy laborioso e incierto.

Un método breve y seguro lo da el llamado algoritmo de Euclides. (Un algoritmo es un procedimiento siste-
matico de calculo.) Esta basado en el hecho de que de toda relacion de la forma

a=bxqg-+r @)
se sigue
(a,0) = (b,n); 3)
puesto que todo nimero u que dividaaayb
a=su, b=tu,

divide también ar, ya que esr=a - bq =su - qtu = (s - gt)u; y reciprocamente, todo nlimero v que divide
abyr,

b=s'v,r=t,

divide también a a, yaque esa =bq +r =s'vq + t'v = (s'q + t")v. Por consiguiente, todo divisor comdn de a
y b es también divisor comin de b y r, y reciprocamente.

Por tanto, siendo el conjunto de todos los divisores comunes a a y b idéntico al conjunto de todos los di-
visores comunes a b y r, el mayor de los divisores comunes a a y b debe ser igual al mayor de los divisores
comunes a b yr, lo que demuestra (3). Veremos inmediatamente la utilidad de esta relacion.

Volvamos a la cuestion de hallar el maximo comdn divisor de 1804 y 328. Por division entera obtenemos

1804 | 328
16405
164

de donde resulta
1804 =5x 328 + 164.
De aqui se sigue, en virtud de (3),
(1804, 328) = (328, 164).

Se observa que el problema de hallar (1804, 328) ha sido reducido a otro analogo que se refiere a nimeros
mas pequefios. Continuemos el proceso; de

328 | 164
328 |2
0

resulta328=2x164 +0, de modo que (328, 164) = (164, 0) =164. En consecuencia, (1804, 328) = (328, 164) =
(164, 0) = 164, que es el resultado buscado.

Este proceso para hallar el maximo comun divisor de dos nlimeros esta expuesto en forma geométrica en los
Elementos de Euclides. Para enteros arbitrarios a y b, no simultaneamente nulos, dicho proceso puede ser
descrito aritméticamente en los términos siguientes. Podemos suponer b = 0, puesto que (a, 0) = a. Enton-
ces, por divisiones sucesivas escribiremos:

a=bg, +r (0<r <b)
b=rg,+r,(0<r,<r)
rl = r2q3 + r3 (O < r3 < rZ) (4)

r,=rg,+r,(0<r,<r)
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mientras los restos r, r,r,, ... son distintos de 0. De las desigualdades que aparecen a la derecha en (4)
resulta que los restos sucesivos forman una sucesion decreciente de nimeros positivos:

b>r >r,>r,>r,>... >0. (5)

Por tanto, a lo sumo al cabo de b divisiones (bastante menos, ya que la diferencia entre dos restos sucesivos
es en general mayor que 1), se debe llegar al resto 0:

rn-Z = rn—lqn + rn

rn-]_ = nqn+1 + O

Cuando esto ocurre, sabemos que es
(ab)=r;

en otros términos, (a, b) es igual al Gltimo resto mayor que 0 en la sucesion (5). Esto se deduce de la aplica-
cion sucesiva de la igualdad (3) a las ecuaciones (4), puesto que de las igualdades de (4) resulta

(@b)=b,r), b, r)=C,r) r,r)=0,r),
(rz, r3) = (rz, r4), (rn_l, rn) =(r,0)=r.

Ejercicio para desarrollar destrezas. Apliquese el algoritmo de Euclides para
hallar el maximo comun divisor de:

a) 187,77;b)105, 385; ¢) 245, 193.

A partir de las ecuaciones (4) puede obtenerse una importante propiedad de (a, b). Si es d = (a, b), existen
dos enteros, positivos o negativos, k y [ tales que

d=ka +Ib. (6)
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Para probarlo, consideremos la sucesion (5) de restos. De la primera ecuacion en (4) resulta
r,.=a-qb,

de modo que r, puede escribirse en la forma k,a + /b (en este caso k, =1, I, = -q1. De la ecuacion siguiente
en (4) se obtiene

r,=b-qr =b-q,(ka+lb)=(-gk)a+1-ql)b=ka+lb.
Evidentemente, este proceso puede repetirse para los restos sucesivos r,, r,, ... hasta llegar a una relacion
r.=ka +1Ib,
como queriamos probar.

Como ejemplo, consideremos el algoritmo de Euclides para hallar (61, 24); el maximo comdn divisores 1, y
la representacion deseada para 1 puede calcularse a partir de las ecuaciones

61=2%x24+13;24=1%x13+11;13=1x11+2;11=5%x2+1;2=2x1+0.

De la primera de estas ecuaciones obtenemos
13 =61 -2 x 24;
de la segunda,
11=24-13=24-(61-2x24)=-61+3 x24;
de la tercera,
2=13-11=(61-2x24)-(-61 +3x24) =2 x 61 - 5 x 24;
y de la cuarta,

1=11-5x2=(-61+3x24)-5Q2x61-5x24)=11x61 +28 x 24.

2. Aplicacion al teorema fundamental de la aritmética

El hecho de que d = (a, b) pueda escribirse siempre en la forma d = ka + Ib puede utilizarse para
dar una demostracion del teorema fundamental de la aritmética, independiente de la ya dada.
Primero probaremos, como lema, el corolario, y luego, a partir de este lema, deduciremos el teo-
rema fundamental, invirtiendo asi el orden de la demostracién anterior.

Lema. Si un niimero primo p divide a un producto a x b, divide a uno de los factores a, b.

Si p no divide a a, por ser primo p, se debe tener (a, p) = 1, ya que los Gnicos divisores de p son p y 1. Por
consiguiente, se podran encontrar dos enteros k y [ tales que

1=ka+Ip.
Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por b, se obtiene
b =kab + Ipb.
Ahora bien: si p divide a ab, se puede escribir
ab =pr

de modo que
b =kpr + Ipb = p(kr + Ib),

de donde resulta evidente que p divide a b. Hemos demostrado asi que si p divide a ab y no divide a a, debe
dividir a b; por consiguiente, en todo caso p dividird a a o a b si divide a ab.

La extension de este resultado a productos de mas de dos factores es inmediata; por ejemplo, si p divide a
abc, aplicando dos veces el lema podemos demostrar que p debe dividir al menos a uno de los enteros a, b o
c. Ya que si p no divide ni a g, nia b, ni ac no puede dividir a ab y, en consecuencia, tampoco puede dividir
a (ab)c = abc.
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Ejercicio para desarrollar destrezas. La extension de este razonamiento a produc-
tos de cualquier nimero n de enteros requiere el uso tacito o expreso del principio de
inducciéon matematica. Complétense los detalles de tal razonamiento.

Del resultado anterior se sigue de modo inmediato el teorema fundamental de la aritmética. Supongamos
que se tienen dos descomposiciones de un entero N en producto de nlimeros primos:

N=pp,...p.=9.9,-..9..

Puesto que p, divide al segundo miembro de estas igualdades, debe dividir también al tercero, y, por tanto,
por el ejercicio anterior, debe dividir a uno de los factores g,. Pero g, es primo; por consiguiente, p, debe ser
igual a g,. Suprimiendo este factor comin en los dos Gltimos miembros, resultara que p, debe dividir a uno
de los g, restantes, y en consecuencia ser igual a él. Suprimiendo p, y g,, procederiamos analogamente con
p,....,p, Al final de este proceso se habran suprimido todas las p, dejando solamente la unidad en el segun-
do miembro. En el Gltimo miembro no podra quedar ninguna g, puesto que todas las g son mayores que
uno. Por consiguiente, las p y las g aparecen en parejas de niimeros iguales, lo que prueba que, salvo quiza
el orden de los factores, las dos descomposiciones son idénticas.

3. La funcién @ de Euler. De nuevo el teorema de Fermat

Dos enteros a y b se llaman primos relativos cuando su maximo comn divisor es 1:
(@ b)=1

Por ejemplo, 24 y 35 son primos relativos, mientras que 12 y 18 no lo son. Sia y b son primos
relativos, existen dos enteros positivos o negativos k y [ tales que

ka +1b=1.

Esto se sigue de la propiedad de (a, b) establecida anteriormente.

Ejercicio para fijar ideas. Demuéstrese el teorema siguiente: Si un entero r di-
vide a un producto ab y es primo relativo con a, r divide a b. (Indicacién: Si r es
primo relativo con a, existen dos enteros k y [ tales que

kr+la=1.

Multipliquense los dos miembros de esta igualdad por b.) Este teorema in-
cluye como caso particular el lema de la pagina anterior, ya que un nimero
primo p es primo relativo con un entero a cuando, y solamente entonces, p
no divide a a.

Para todo entero positivo n, designemos con ¢(n) el nimero de enteros primos con n y menores que n. Esta
funcién, introducida por Euler, es una funcién de gran importancia en teoria de nlimeros. Los valores de q(n)
para los primeros valores de n pueden calcularse facilmente:

(1) =1, puesto que 1 es primo relativo con 1,

@(2) =1, puesto que 1 es primo relativo con 2, ,
®(3) = 2, puesto que 1y 2 son primos relativos con 3,
@(4) =2, puesto que 1y 3 son primos relativos con 4,
@(5) =4, puesto que 1, 2, 3, 4 son primos relativos con 5,
@(6) = 2, puesto que 1y 5 son primos relativos con 6,

@(7) = 6, puesto que 1, 2, 3, 4, 5, 6 son primos relativos con 7,
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@(8) =4, puesto que 1, 3, 5, 7, son primos relativos con 8,
@(9) =6, puesto que 1, 2, 4, 5, 7, 8 son primos relativos con 9,
@(10) =4, puesto que 1, 3, 7, 9, son primos relativos con 10.
Etcétera.

Se observa que @(p) = p - 1 si p es primo, pues un nimero primo p no tiene mas divisores que él mismo
y la unidad, y, por tanto, es primo relativo con todos los enteros 1, 2, 3,..., p - 1. Si n es compuesto, con la
descomposicion en factores primos

oy O o,
n=p"py’...p;",
donde las p representan nimeros primos distintos, cada uno elevado a una cierta potencia, se tiene

ottt} -2

Por ejemplo, puesto que 12 = 22x 3,

1 1 12
12)=12(1-2|[1-2|=1222=4,
9(12) ( 2)( 3) 23

como debia resultar, previo el computo de primos relativos con 12 y menores que él. La demostracion general
es completamente elemental, pero no la daremos aqui.

Ejercicio para fijar ideas. Basandose en la funcién ¢ de Euler, generalicese el teorema de
Fermat. El teorema general se enuncia asi: Si n es un entero cualquiera, y a es un primo rela-
tivo con n, se tiene

a*™ =1 (mbd n).

conduce de modo natural a un importante procedimiento para representar el cocien-
te de dos enteros mediante una fraccion compuesta; por ejemplo, aplicando a los
nimeros 840 y 611 el algoritmo de Euclides resultan las igualdades

840 =1 x 611 + 229, 611 =2 x 229 + 153,
229=1x153+76,153=2x76+1,

las cuales demuestran, incidentalmente, que (840, 611) = 1. De estas ecuaciones se pueden deducir las si-
guientes expresiones:

@ =1+ 2 = 1+—1

611 611 611/229

ﬁ =2+ E = 2+—1

229 229 2297153

229 = 1+£ =1+ !

153 153 153776

153 1
22 04—,
76 76
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Por combinacion de estas igualdades se obtiene el desarrollo del nimero racional 840 /611 en la forma

840 1
- =]y
611 5, 1
1
1+ 1
24—
76
Una expresion de la forma
a=a,+ ;1 @
a, + 1
a,+ 1
e
a

donde las a representan enteros positivos, se llama fraccién continua. El algoritmo de Euclides da un método
para representar todo niimero fraccionario en esta forma.

//
J@ Ejercicio para desarrollar destrezas. Hallense los desarrollos en fraccion continua de

816
30 70

1N

Las fracciones continuas son de gran valor en la rama de la aritmética superior conocida con el nombre de
andlisis diofantico. Una ecuacién diofdntica es una ecuacion algebraica, con una o mas incognitas, de coe-
ficientes enteros y de la que interesan solo las soluciones enteras. Tales ecuaciones pueden carecer de solu-
ciones o tener un nimero finito o infinito de ellas. El caso mas sencillo es el de la ecuacion diofantica lineal
con dos incoégnitas,

ax + by =, ©))

donde a, by c son enteros dados, y se buscan soluciones x, y enteras. La solucién completa de una ecuacion
de esta forma puede hallarse por el algoritmo de Euclides.

Para comenzar, hallemos d = (a, b) por el algoritmo de Euclides: se tendréa entonces, para k y | convenientes,
ak + bl =d, ©)

de donde resulta que la ecuacion (8) admitir la solucién particular x = k, y =/ en el caso en que sea ¢ = d.
En general, si ¢ es un mdltiplo de d,

c=dxg,
se obtendria de (9)
a(kg) + b(lg) =dqg =c,

de modo que (8) tiene la solucion particular x = x* = kg, y = y* = Ig. Reciprocamente: si (8) tiene una solu-
cién x, y para un ¢ dado, ¢ debe ser miltiplo de d = (g, b), puesto que g, por dividir a a y b, debe dividir a
c. Hemos probado asi que, para que la ecuacién (8) admita soluciones, es necesario y suficiente que ¢ sea
maltiplo de (a, b).

Para determinar otras posibles soluciones de (8), observemos que six =x’, y = y" es otra solucién cualquiera,
distinta de lax =x*, y =y* obtenida por el algoritmo de Euclides, las diferencias x =x' - x*, y =y’ - y* forman
una solucién de la ecuacién “homogénea”

ax + by = 0. (10)
Pues si es

ax'+by'=c 'y ax*+by* =g,
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restando miembro a miembro estas dos ecuaciones, se obtiene
alx' -x*) +b(y' -y*) =0.

Ahora bien: la solucién general de la ecuacion (10) es x = rb/(a, b), y = -ra/(a, b), donde r es un entero
cualquiera. (Dejamos la demostracién como ejercicio. Indicacion: dividase por (a, b) y utilicese los ejercicios
anteriores.) Resulta entonces de modo inmediato que

o x*4 rb Y=y’ ra
(a.b) (a.b)
En resumen: la ecuacion diofantica lineal ax + by = ¢, donde a, b y ¢ son enteros, tiene soluciones cuando, y
nicamente entonces, ¢ es maltiplo de (a, b). En este caso, se puede hallar una solucién por el algoritmo de
Euclides, y la solucion general es de la forma
rb ra
X=X"4+—- =y*

@b) 7 T(ab)

donde r es un entero cualquiera.
Ejemplos. La ecuacion 3x + 6y = 22 no admite soluciones enteras, puesto que (3, 6) = 3 no divide a 22.
La ecuacion 7x + 11y = 13 tiene la solucién particular x = -39, y = 26, obtenida en la forma siguiente:
11=1x7+4, 7=1x4+3, 4=1x3+1, (7,11)=1.
1=4-3=4-(7-4)=2x4-7=2(11-7)-7=2x11-3x 7.
De donde
7x(-3)+11x(2) =1,

7 x(-39) +11 x (26) = 13.
Las demas soluciones vienen dadas por las formulas

x=-39+11r,y=26-7r,

siendo r un entero arbitrario.

Ejercicio para fijar ideas. Resuélvanse las ecuaciones diofanticas:
N

7o 0 @) 3x-4y=29b)11x +12y = 58 ¢) 153x - 34y = 51.
¥
\

111 Dialojmibo con los estudiantes sobre

la ?ro'baln'éidad ¥ la programacion lineal

Aspectos cultuvales det ﬂ'ﬁlo XX

“La edad de oro de la matemética no fue la época de Euclides, sino el
siglo xx”, sostenia Cassius Jackson Keyser. Keyser fue uno de los primeros -«
estadounidenses en apreciar las nuevas direcciones en la base de las mate-
maticas, anunciadas por el trabajo de europeos como Richard Dedekind,
Georg Cantor, Giuseppe Peano, Henri Poincaré, David Hilbert, Ernst Zer-
melo, Bertrand Russell y Alfred North Whitehead. También fue uno de
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los primeros en valorar la importancia matematica y filosofica de su compatriota estadounidense Charles
Sanders Peirce.

Alfred Korzybski, fundador de la semantica general, nombré a Keyser por su considerable influencia en la
cultura del siglo xx. Mientras estuvo en Columbia, Keyser superviso solo a dos doctorados, pero ambos pos-
tulantes demostraron ser relevantes: Eric Temple Bell y el l6gico Emil Post.

LA NATURALEZA DE LA MATEMATICA

Uno de los hallazgos culturales decisivos del siglo xix fue el descubrimiento de que la
matematica no es una ciencia natural, sino una creacion intelectual del hombre. Bertrand
Russell escribia en 1901 en el International Monthly: “El siglo Xix, que se muestra tan or-
gulloso de la invencion de los ingenios de vapor y de la evolucion, podria haber reclamado
a mas justo titulo la fama por el descubrimiento de la matematica pura”.

Thomas Henry Huxley (1825-1895), el llamado “Darwin’s bulldog” por su defensa de la evolucion, habia ad-
vertido ya que “la matematica es la ciencia que no sabe nada de observacion, nada de experimentos, nada de
induccion, nada de causacién”. Y en otra ocasion, criticando a William Thomson (lord Kelvin) por lo que con-
sideraba como una subestimacion de la edad la Tierra, hizo Huxley el siguiente comentario, bien conocido:

“Podemos comparar a la matematica con un molino fabricado con precision exquisita, que puede moler
harina de cualquier grado de finura que uno quiera; pero lo que se obtenga de él depende, sin embargo, de
lo que se le eche; y de la misma manera que el mejor molino del mundo no dara harina de trigo de céscaras
de guisantes, asi también paginas y paginas de formulas no permitiran obtener ning(in resultado concreto a
partir de datos imprecisos”.

Es decir que hacia finales de siglo era un hecho reconocido incluso por los no matematicos que la mate-
matica es una forma de pensamiento axiomatico, en la que uno deduce conclusiones validas de sistemas
de premisas arbitrarias. La cuestion de si los axiomas son verdaderos o no, en el sentido cientifico del tér-
mino, carece de importancia; de hecho, las palabras mismas con que se expresan los axiomas son términos
indefinidos. Esto es lo que trataba de poner de relieve Bertrand Russell con su descripcion humoristica de
la matematica, en 1901, como la materia en la que no sabemos de qué hablamos, ni si lo que decimos es
verdad.

Dos afios mas tarde, al comienzo de su libro Principios de Matematica, daba Russell una definicion precisa
de la matematica: “La matematica pura es la clase de todas las proposiciones de la forma p implica g,
donde p y g son proposiciones que contienen una o mas variables, las mismas en las dos proposiciones,
y ni p ni g contienen ninguna constante, salvo las constantes logicas”.

Esta definicion subraya el hecho de que la caracteristica esencial de la matematica es su estructura logica, y
no ningln tipo de afirmacion categérica que pueda contener, referente al mundo de los sentidos. En resu-
men, Russell identifica aqui la matematica con la légica, pero en este sentido no ha habido ni mucho menos
acuerdo general entre los matematicos. James Joseph Sylvester discrepaba completamente de Huxley, adu-
ciendo que la matematica surge “[...] directamente de las facultades y actividades inherentes a la mente
humana, y de una introspeccién continuamente renovada de ese mundo interior del pensamiento,
cuyos fendmenos son tan variados y exigen una atencion tan cuidadosa para distinguirlos como los del
mundo fisico exterior”.

Dicho con otras palabras, Sylvester se inclinaba mas hacia lo que ahora se llama una concepcién intuicionista
de la matematica, puesto que consideraba como el objetivo de la matematica pura “el desvelamiento de
las leyes de la inteligencia humana”, de igual manera que la fisica tiene como objeto descubrir las leyes del
mundo exterior o de los sentidos.

En este sentido, Sylvester representaba un rechazo de las tendencias formalizadoras de George Boole, Ri-
chard Dedekind y Giuseppe Peano. A Leopold Kronecker se le podria considerar quiza en el mismo bando
que Sylvester, a pesar de la aritmetizacion que represento, al considerar que los enteros en la matematica
tenian un significado dado por Dios directamente.
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Mas decididamente intuicionista fue otro matematico que puede ser considerado como una de las dos gran-
des figuras de transicion entre los siglos XIX y xx; se trata de Henri Poincaré (1854-1912), un hombre al que
admiraba el viejo Sylvester como un joven excepcionalmente prolifico.

LA TEORIA DE FUNCIONES DE POINCARE

e Cuando Carl Friedrich Gauss murid, en el afio 1855, se pensaba que ya no volveria a
2 ‘Z_Z haber otro matematico tan universal, que dominase todas las ramas, tanto puras como
3\( anr—" aplicadas. Si hubo alguien desde entonces que haya demostrado que tal prevision
estaba equivocada, ha sido Poincaré, que extendi6 también sus dominios a toda la
~ matematica de la época. Sin embargo, Poincaré era fundamentalmente diferente de
~""" Gauss en varios sentidos. Gauss habia sido un prodigio calculando: durante toda su
vida jamas se echd atras ante calculos sumamente complicados, como lo eran los astro-
némicos, mientras que Poincaré no mostrd especialmente pronto su capacidad matematica

y admitia de buena gana que tenia dificultades incluso con calculos aritméticos sencillos.

El caso de Poincaré demuestra de una manera concluyente que para ser un gran matematico no es condicion
necesaria distinguirse por la facilidad en el manejo de los nimeros; hay otros aspectos més Gtiles de la capa-
cidad matematica innata. Por otra parte, mientras que Gauss escribié relativamente poco, puliendo pacien-
temente sus obras (pauca sed matura), Poincaré escribia mucho y, en consecuencia, en forma precipitada,
publicando més trabajos por afio que ningiin otro matematico.

Retratos de Poincaré.

Ademas, Poincaré escribid libros populares, de divulgacion, con una vena filoséfica innata, sobre todo en los
Gltimos afos de su vida, algo que jamas tent6 a Gauss. Las semejanzas entre ellos, sin embargo, también
son numerosas y fundamentales. Ambos rebosaban de ideas de tal manera que se veian en dificultades para
poner por escrito sus pensamientos; ambos mostraban una fuerte preferencia por los teoremas generales
frente a los casos particulares; y ambos, en fin, contribuyeron a una gran variedad de ramas de la ciencia, no
estrictamente matematica.

Poincaré nacié en Nancy (Francia), ciudad que iba a acoger a un buen nimero de matematicos importan-
tes a lo largo del siglo xx. Varios miembros de la familia Poincaré se destacaron por motivos diversos, tales
como el primo de nuestro matematico, Raymond, que fue presidente de Francia durante la Primera Guerra
Mundial. Henri era torpemente ambidextro y su ineptitud para todo tipo de ejercicios fisicos se hizo legen-
daria. Siempre tuvo mal la vista y era sumamente distraido, pero, al igual que Euler y que Gauss, tenia una
notable capacidad para realizar mentalmente complicados desarrollos en cualquier aspecto del pensamiento
matematico.

Después de graduarse en la Ecole Polytechnique en 1875, se recibi6 en ingenieria de Minas en 1879 y perma-
necio ligado al Ministerio de Minas durante el resto de su vida. El mismo afio obtuvo también su doctorado
en ciencias por la Universidad de Paris, en la que ocup6 diversos puestos de profesor de matematicas y fisica,
hasta su muerte en 1912,

La tesis doctoral de Poincaré era un trabajo sobre ecuaciones diferenciales; no sobre métodos de resolucion,
sino sobre teoremas de existencia, lo que lo llevé a una de sus mas famosas contribuciones a la matematica:
el estudio de las propiedades de las funciones automorfas. De hecho, él fue practicamente el fundador de la
teoria de funciones automorfas. Una funcion automorfa f(z) de la variable compleja z es una que es analitica
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en un dominio D, excepto en los polos correspondientes, y que es invariante bajo un grupo infinito numera-
ble de transformaciones lineales fraccionarias o de Mobius:

, az+b
Z—

az+d’

Tales funciones son una generalizacion de las funciones trigonométricas, como puede verse tomandoa=d =1,
¢ =0y b de la forma 2km, asi como de las funciones elipticas.

Charles Hermite habia estudiado estas transformaciones para el caso particular en que los coeficientes a, b, ¢
y d son enteros y se verifica que ad — bc = 1, y habia descubierto una clase de funciones elipticas modulares
invariantes bajo tales transformaciones lineales. Pero las generalizaciones de Poincaré revelaron una categoria
de funciones mas amplia, conocidas estas como funciones zeta-fuchsianas, que podian ser utilizadas, como
demostré Poincaré, para resolver las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes
algebraicos.

MATEMATICA APLICADA Y TOPOLOGIA

Poincaré no se detuvo en ningin campo el tiempo suficiente como para completar su obra;
un contemporaneo dijo de él: “Era un conquistador, no un colonizador”. En sus cursos de
la Sorbona solia tratar de un tema distinto en cada curso académico: capilaridad, elastici-
dad, termodinamica, optica, electricidad, telegrafia, cosmogonia y otros; la presentacion
era tal que en muchos casos las lecciones aparecian publicadas poco después de haber sido
impartidas.

Solo en astronomia publicé media docena de volimenes: Les méthodes nouvelles de la mé-
canique céleste (3 vols., 1892-1899) y las Lecons de mécanique céleste (3 vols., 1905-1910),
tema en el que se mostré un digno sucesor de Pierre Simon Laplace. Son especialmente
importantes los métodos que utilizaba Poincaré para atacar el problema de los tres cuerpos y sus generaliza-
ciones. También fue relevante para la cosmogonia una memoria de 1885 en la que demostraba que la figura
de equilibrio relativo que adopta un fluido homogéneo sujeto a las fuerzas de atraccion gravitatoria new-
toniana y girando uniformemente alrededor de un eje puede tener una forma de pera, y la cuestion de una
Tierra en forma de pera ha seguido interesando a los geodestas hasta nuestros dias. Sir George H. Darwin
(1845-1912), hijo de Charles Darwin (1809-1882), escribia en 1909 que la mecénica celeste de Poincaré seria
una inmensa mina para los investigadores durante medio siglo por lo menos.

Es interesante hacer notar que Poincaré, como Laplace, también escribi6 mucho sobre teoria de probabili-
dades. En algunos aspectos, su obra es solo una continuacién natural de la de Laplace y de los analistas del
siglo x1x, pero Poincaré era “bifronte”, como un Jano matematico, y se adelantd en buena medida al interés
generalizado por la topologia que iba a ser tan caracteristico del siglo xx.

La topologia tampoco fue la invencién de un solo hombre; algunos problemas topolégicos se encuentran ya
en la obra de Euler, de Mobius y de Cantor, e incluso la palabra misma, “topologia”, habia sido utilizada ya en
1847 por |. B. Listing (1808-1882) en el titulo de su libro Vorstudien zur Topologie (“Introduccién al estudio
de la topologia”), pero si queremos fijar una fecha que sefiale los comienzos “oficiales” de esta rama de la
matematica, ninguna seria mas adecuada que la del afio 1895, en que Poincaré publicé su Analysis Situs. En
este libro se daba por primera vez un desarrollo sistematico del tema.

La topologia es hoy una rama extensa y fundamental dentro de la matematica, con muchos aspectos parcia-
les, pero que a grandes rasgos se puede subdividir en dos ramas bastante distintas: la topologia combinatoria
o algebraica, y la topologia conjuntista. Poincaré mostré poco entusiasmo por la segunda y en 1908, diri-
giéndose al International Mathematical Congress en Roma, se refirié a la Mengenlehre de Cantor como una
enfermedad de la que las generaciones posteriores se considerarian completamente curadas.

La topologia combinatoria o analysis situs, como se denominaba entonces en general, consiste en el estudio
de los aspectos cualitativos intrinsecos de las configuraciones espaciales que permanecen invariantes bajo
transformaciones biunivocas y bicontinuas. A veces se oye hablar de ella en términos de divulgacion popular
como “la geometria de las [aminas de goma”, ya que las deformaciones posibles de un globo, sin pincharlo
ni romperlo, son buenos ejemplos de transformaciones topologicas.
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Un circulo, por ejemplo, es topolégicamente equivalente a la region del plano encerrada por una elipse; la
dimension de un espacio es un invariante topologico, como lo es el nimero de Descartes-Euler N, - N, + N,
para un poliedro simple.

El conocido cubo con 8 vértices, 12 aristas y 6 caras cumple con x, =V - A + C = 2 grafica el teorema del
poliedro euleriano.

El teorema de Euler para poliedros es un teorema de la geometria del espacio, enunciado por Leonhard Eu-
ler en 1750, y fue publicado en la obra Elementos de la doctrina de los sélidos en 1758. El mismo indica la
relacion entre el nimero de caras, aristas y vértices de un poliedro convexo sin orificios, ni entrantes. Expresa
una constante que no se altera en caso de rotaciones o traslaciones de dichos poliedros. En la proposicion,
también concluye que solo pueden ser cinco los sélidos regulares y establece para ellos varias relaciones.
Detras de la formula esta el concepto topologico de la caracteristica x, (chi) de Euler-Poincaré. La formula del
poliedro de Euler es el caso especial para d = 3 (tres dimensiones) con omision implicita de Z =1 (siempre
consideramos un solo cuerpo), entonces resulta un y, - 2:

X: =V -A+C=2,segin el teorema del poliedro de Euler,
%=V -A+C-Z=1segln las caracteristicas de Euler-Poincare,
con V = Nlmero de vértices, A = Nimero de aristas, C = Nimero de caras y Z = Nimero de celdas.

En general, es vélida (desde que se define asi) para los poliedros de la caracteristica x, = 2 (0 x = 1), que in-
cluye todos los poliedros convexos sin excepcién y muchos poliedros concavos “con buen comportamiento”.

Entre las contribuciones originales de Poincaré a la topologia esta una generalizacion de esta féormula de
Descartes-Euler para los poliedros, para espacios de dimension mas alta, haciendo uso de lo que llamé los
ndmeros de Betti en honor de Enrico Betti (1823-1892), que habia sido profesor de la Universidad de Pisa 'y
habia estudiado algunas de las propiedades de estos invariantes topologicos.

Dicho réapidamente, y solo para tener alguna idea acerca de ellos: en topologia algebraica, los niimeros de
Betti distinguen los espacios topologicos. Intuitivamente, el primer nimero de Betti de un espacio cuenta el
nimero maximo de cortes que se pueden hacer sin dividir el espacio en dos piezas. Cada niimero de Betti es
0 bien un nimero natural o bien un elemento de la recta real extendida (+o0).

Sin embargo, la mayor parte de la topologia trabaja con aspectos cualitativos y no cuantitativos de la mate-
maética, y en este sentido representa una nitida ruptura con las corrientes dominantes en el analisis del siglo
XIX. Poincaré parece haberse visto conducido al analysis situs por sus intentos de integracion cualitativa de
ecuaciones diferenciales.

Como Bernhard Riemann, Poincaré era especialmente habil en el manejo de problemas de tipo topoldgico,
tales como el de averiguar las propiedades de una funcién sin disponer de su representaciéon formal en el
sentido clasico, porque ambos reunian una aguda intuicién con un sélido razonamiento. Si Poincaré hubiera
continuado interesado por la topologia, podria haber anticipado otros resultados posteriores en esta rama
de la matematica, una de las direcciones de investigacion mas desarrolladas y mas fructiferas a lo largo del
siglo xx.

No obstante, su mente inquieta se encontraba ocupada con todo lo que estaba ocurriendo en fisica y en
matematica a la vuelta del siglo, desde las ondas hertzianas y los rayos X a la teoria cuantica y la teoria de la
relatividad.
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Una caricatura de Poincaré.

Como ejemplo del caracter polifacético de la obra de Poincaré, a él le debemos un conocido y sugestivo
modelo de la geometria de Nicolai Lobachevski dentro de un marco euclideo. Supongamos un “mundo”
limitado por una superficie esférica de radio R del espacio euclideo tridimensional, e imaginemos que la tem-
peratura absoluta en un punto interior a esa esfera es R? - r?, donde r es la distancia del punto al centro de la
esfera; supongamos ademas que el indice de refraccion del medio diafano que llena la esfera es inversamente
proporcional a la temperatura R? - r2.

Imaginemos por Gltimo que las dimensiones de los objetos cambian con la temperatura de punto a punto,
siendo proporcionales a la temperatura del lugar en que se encuentran. Para los habitantes de este “mundo”
el universo pareceria infinito y los rayos de luz o “rectas” no serian realmente rectilineas, sino arcos de circun-
ferencias ortogonales a la superficie esférica limite, arcos que tendrian longitud infinita.

.

{7}

Modelo del disco de Poincaré con una teselacion {3,7} de rombos truncados.

Los “planos” serfan casquetes de esferas ortogonales a la primera y dos de estos “planos” no euclideos se cor-
tarian, en su caso, segin una “recta” no euclidea. En este “mundo” se verifican todos los axiomas euclideos,
excepto el de las paralelas, como se ve facilmente.

LOS PROBLEMAS DE HILBERT

Poincaré murid en plena culminacion de sus facultades, a los 58 afos, después de
haber escrito mas que ninglin otro matematico del siglo. Felix Klein lo comparé con
Augustin Louis Cauchy por su versatilidad matematica, y para muchos fue el mate-
matico mas importante de la época. Su rival principal en este sentido, David Hilbert
(1862-1943), era aleman y de temperamento e ideas muy distintos.

He aqui la segunda figura de transicion fundamental entre los siglos xix y Xx, pero mientras Poincaré parece
quiza pertenecer mas bien al siglo anterior, Hilbert se encuentra ya claramente instalado en el siglo xx, en
vista de la insistencia en la idea de estructura en su obra. Hilbert naci6 en Konigsberg, en la Prusia oriental,
lo mismo que Immanuel Kant (1724-1804), pero a diferencia de Kant viajé mucho, especialmente para asistir
a los congresos internacionales de matematicos que caracterizaron el siglo xx. El primero de tales congresos,
organizado ya oficialmente, se celebré en Zirich en 1897, el segundo en Paris en 1900, y desde entonces
estos congresos se han ido programando mas o menos regularmente cada cuatro afos, habiéndose celebrado
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uno de los Gltimos en 1983, en Varsovia. El proximo se realizara entre el 23 y el 30 de julio de 2026, en Es-
tados Unidos.

En el Congreso de Paris de 1900, Hilbert, que era ya un famoso profesor en Gotinga, presenté una comu-
nicacién en la que sobre la base de las tendencias que mostraba la investigacion matematica de finales del
glorioso siglo xix intentaba predecir la direccion de los progresos futuros. Hizo esto proponiendo 23 impor-
tantes problemas que, segln él crefa, estarian o deberfan estar entre los que ocupasen la atencién de los
matematicos durante el siglo xx.

“Si pudiéramos hacernos una idea del desarrollo probable de los conocimientos matematicos en el futuro
inmediato”, decia Hilbert, “entonces deberiamos dejar pasar ante nuestras mentes los problemas sin resolver,
para estudiar los problemas que nos propone la ciencia de hoy y cuya solucién podamos esperar de un futuro
no lejano”.

Aunque Hilbert no estaba de acuerdo con la idea de que solo los conceptos de la aritmética son susceptibles
de un tratamiento completamente riguroso, admitia de buen grado que el desarrollo de la aritmetizacion del
continuo por Cauchy, Bolzano, Cantor y otros fue uno de los dos logros mas notables del siglo xix (siendo el
otro el descubrimiento de las geometrias no euclideas por Gauss, Bolyai y Lobachevski), y asi el primero de
los 23 problemas se referia a la estructura del continuo de los nimeros reales. El problema tiene dos partes
relacionadas entre si:

1) ;hay algln cardinal transfinito entre el cardinal de un conjunto numerable y el cardinal del continuo?; y
2) ;puede considerarse el continuo numérico como un conjunto bien ordenado?

Lo que pregunta la segunda parte, en otras palabras, es si la totalidad de los nimeros reales podra ordenarse
totalmente, de otra forma que la usual, de manera que todo subconjunto no vacio tenga un minimo o primer
elemento en el nuevo orden.

Esta cuestion esta estrechamente relacionada con el axioma de eleccién, llamado asi por el matematico
aleman Ernst Zermelo (1871-1956), que lo formulé en 1904. El axioma de Zermelo afirma que, dado un
conjunto cualquiera cuyos elementos sean conjuntos no vacios y disjuntos dos a dos, entonces existe al me-
nos un conjunto que contiene uno y solo un elemento en comin con cada uno de los conjuntos no vacios,
elementos del conjunto dado.

Como ejemplo de problema en el que interviene el axioma de Zermelo, considérese el intervalo unidad
formado por todos los nimeros reales x tales que 0 < x =< 1; llamemos equivalentes a dos de estos nimeros
reales cuando su diferencia sea racional. Entonces hay, obviamente, infinitas clases de equivalencia de nime-
ros reales; si formamos un conjunto S que contenga uno y solo un elemento de cada una de estas clases de
equivalencia, ;S sera numerable o no numerable? El axioma de eleccion es una herramienta indispensable
en todas las ramas de la matematica y en 1939 demostrd Kurt Godel (1906-1978) que este axioma es con-
sistente con los restantes axiomas de la teoria de conjuntos. En 1963 se clarific alin mas el estatus de este
axioma dentro de la teoria de conjuntos, al demostrar Paul Cohen (n. en 1934) que el axioma de eleccion es
independiente de los restantes axiomas de la teoria de conjuntos usual, demostrando asi que tal axioma no
podia ser demostrado dentro del sistema. Esto parece excluir una solucion definitiva, en el sentido clasico,
del primer problema de Hilbert.

Otro granmatematico que ejercié unafuerteinfluenciaenlamatematicadelsiglo xxes Georg Friedrich Bernhard
Riemann. ;Quién fue Riemann y cuéles fueron sus ideas innovadoras? Lo descubriremos a continuacion.

Bio mfm’ \

¥ N
Georg Friedrich Bernhard Riemann o0 §
Las ideas de Bernhard Riemann sobre la geometria del espacio tuvieron un profundo

efecto en el desarrollo de la fisica tedrica moderna. Aclard el concepto de integral al
definir lo que hoy llamamos integral de Riemann.
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Retrato de Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Bernhard Riemann naci6 el 17 de septiembre de 1826 en Breselenz, Reino de Hannover (actualmente Ale-
mania), y fallecié el 20 de julio de 1866 en Selasca, Italia.

Su padre, Friedrich Bernhard Riemann, era un ministro luterano que se casé con Charlotte Ebell cuando
ya era de mediana edad. El mismo se encargd personalmente de la educacién de sus hijos y le ensefi6 a
Bernhard, el segundo entre dos varones y cuatro mujeres, hasta que cumplié diez afios. En esa época, un
maestro de una escuela local llamado Schulz contribuy6 a la educacién de Bernhard.

En 1840, Bernhard ingres6 directamente al tercer grado del licco de Hannover, viviendo entonces con su
abuela, pero esta murié en 1842 y tuvo que mudarse al Johanneum Gymnasium en Liineburg. Parece haber
sido un buen alumno, aunque no sobresaliente, esforzandose mucho en las materias clasicas como hebreo y
teologia. No obstante, mostr6 un interés particular por las matematicas, por lo que el director del colegio le
permitio estudiar textos de matematicas de su propia biblioteca. En una ocasion, le presté el libro sobre la
teoria de nimeros de Adrien-Marie Legendre y Bernhard ley6 sus 900 paginas en seis dias.

En la primavera de 1846, Riemann se matriculé en la Universidad de Gotinga. Su padre lo habia animado a
estudiar teologia, por lo que ingresé en la facultad de teologia. Aunque luego de asistir a algunas conferen-
cias de matematicas solicitd el beneplacito de su padre para trasladarse a la facultad de filosofia, con la idea
de estudiar matematica. Riemann siempre fue muy cercano a su familia y nunca habria cambiado de carrera
sin el permiso de su padre. Se lo concedieron y el joven comenzé a tomar cursos de matematica con Moritz
Stern y Carl Friedrich Gauss.

Se puede pensar que Riemann estaba en el lugar adecuado en Gotinga para estudiar matematica, pero en
ese momento su Universidad era bastante poco favorecida respecto de la matematica. Gauss le dio clases,
pero se limitaba a dar cursos elementales y no hay evidencia de que entonces reconociera el genio de Rie-
mann. Sin embargo, Stern ciertamente alcanz6 a detectar un estudiante notable y mas tarde lo describi6
diciendo que “[...] ya cantaba como un canario”.

Riemann se traslad6 de Gotinga a la Universidad de Berlin en la primavera de 1847 para estudiar con Jakob
Steiner, Carl Gustav Jacobi, Peter Gustav Lejeune Dirichlet y Ferdinand Eisenstein. Esta fue una época impor-
tante para él. Aprendié mucho de Eisenstein y discutio el uso de variables complejas en la teoria de funciones
elipticas. Sin embargo, la persona que mas influy6 en él en esta época fue Dirichlet.

Felix Klein escribe: “Riemann estaba vinculado a Dirichlet por la fuerte simpatia interior que sentia por un
modo de pensar similar. A Dirichlet le gustaba explicarse las cosas con claridad en un contexto intuitivo; ade-
mas, hacia analisis agudos y légicos de cuestiones fundamentales y evitaba en lo posible los calculos largos.
Su estilo lo convencia a Riemann, quien lo adoptd y trabaj6 seglin los métodos de Dirichlet”.

El trabajo de Riemann siempre se baso en un razonamiento intuitivo que no alcanzaba el rigor necesario para
que las conclusiones fueran irrefutables. Sin embargo, las brillantes ideas que contiene su obra son mucho
mas claras porque su trabajo no esta excesivamente lleno de calculos largos. Fue durante su estancia en la
Universidad de Berlin cuando elabor6 su teoria general de variables complejas, la cual conformé la base de
algunos de sus trabajos mas importantes.

En 1849 regresé a Gotinga y en 1951 presentd su tesis doctoral, dirigida por Gauss. Fueron varios, ademas de
Gauss, quienes influyeron fuertemente en Riemann en esta época. Heinrich Martin Weber habia regresado a
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una catedra de fisica en Gotinga desde Leipzig durante el tiempo que este habia pasado en Berlin, y lo tomé
de asistente durante 18 meses. También Johann Benedict Listing habia sido nombrado profesor de fisica en
Gotinga en 1849. A través de Weber y Listing, Riemann adquirié una sélida formacion en fisica tedrica y, en
especial con Listing, importantes ideas en topologia que influirian en su investigacion pionera.

La tesis de Riemann estudia la teoria de variables complejas y, en particular, lo que ahora llamamos superficies
de Riemann. Por lo tanto, introduce métodos topoldgicos en la teoria de funciones complejas. El trabajo se
basa en los fundamentos de Cauchy de la teoria de variables complejas construidos a lo largo de muchos
anos y también en las ideas de Victor Puiseux sobre los puntos de ramificacion. Sin embargo, esta tesis es
una pieza de trabajo sorprendentemente original, que examina las propiedades geométricas de las funciones
analiticas, las aplicaciones conformes y la conectividad de las superficies.

Al demostrar algunos de los resultados de su tesis, Riemann utilizé un principio variacional que mas tarde lla-
maria principio de Dirichlet, ya que lo habia aprendido de las conferencias de Dirichlet en Berlin. Sin embar-
go, el principio de Dirichlet no se origind con Dirichlet, ya que Gauss, Green y Thomson lo habian utilizado.
La tesis de Riemann fue examinada el 16 de diciembre de 1851. En su informe, Gauss describi6 el trabajo de
Riemann como: “[...] una originalidad gloriosamente fértil”.

Por recomendacion de Gauss, Riemann fue designado para un puesto en Gotinga y trabaj6 para obtener su
habilitacion, el titulo que le permitiria convertirse en profesor. Pasé treinta meses ocupado a este efecto en
su disertacion, que trataba sobre la representacion de funciones mediante series trigonométricas. Dio las
condiciones para que una funcién tenga una integral, lo que ahora llamamos la condicién de integrabilidad
de Riemann. En la segunda parte del trabajo examind el problema que describi6 con estas palabras:

“Si bien los articulos anteriores han demostrado que si una funcion posee tal o cual propiedad, en-
tonces puede representarse mediante una serie de Fourier, nosotros planteamos la pregunta inversa:
si una funcion puede representarse mediante una serie trigonométrica, ;qué se puede decir sobre su
comportamiento?”.

Para completar su habilitacién, Riemann tenia que dar una clase. Prepard tres cursos, dos sobre electricidad
y uno sobre geometria, entre los cuales Gauss tenia que elegir uno para que Riemann lo llevara a cabo. En
contra de sus expectativas, Gauss eligi6 la conferencia sobre geometria. Esta conferencia, titulada “Sobre las
hipotesis que sustentan a la geometria”y pronunciada el 10 de junio de 1854, se convirtié en un clasico de
las matematicas.

La charla de Riemann constaba de dos partes: en la primera parte planteaba el problema de como definir un
espacio n-dimensional y termin6 dando una definicién de lo que hoy llamamos espacio de Riemann.

Hans Freudenthal escribe: “Posee lineas mas cortas, llamadas geodésicas, que se parecen a las lineas rectas
ordinarias. De hecho, en una primera aproximacion en un sistema de coordenadas geodésicas, dicha métri-
ca es euclidiana plana, de la misma manera que una superficie curva hasta términos de orden superior se
parece a su plano tangente. Los seres que viven en la superficie pueden descubrir la curvatura de su mundo
y calcularla en cualquier punto como consecuencia de las desviaciones observadas respecto del teorema de
Pitagoras”.

De hecho, el punto principal de esta parte de la conferencia de Riemann era la definicién del tensor de curvatu-
ra. La segunda parte planteaba preguntas profundas sobre la relacion de la geometria con el mundo en el que
vivimos. Preguntaba cuél era la dimension del espacio real y qué geometria describia el espacio real. La confe-
rencia estaba demasiado adelantada a su tiempo para que la mayoria de los cientificos de la época la apreciaran.

Michael Monastyrsky afirma: “Entre los oyentes de Riemann, solo Gauss fue capaz de apreciar la profun-
didad de sus reflexiones. La conferencia superd todas sus expectativas y lo sorprendi6 enormemente. Al
regresar a la reunion de la facultad, habl6 con los mayores elogios y un entusiasmo poco comin con Wilhelm
Weber sobre la profundidad de las reflexiones que habia expuesto Riemann”.

No se comprendié plenamente hasta sesenta afios después. Freudenthal asegura que “La teoria general de
la relatividad justificaba espléndidamente su trabajo. En el aparato matematico desarrollado a partir del
discurso de Riemann, Einstein encontrd el marco que encajaba con sus ideas fisicas, su cosmologia y su
cosmogonia: y el espiritu del discurso de Riemann era justo lo que necesitaba la fisica: la estructura métrica
determinada por los datos”.
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De modo que esta brillante obra le dio derecho a Riemann a empezar a dar conferencias. Sin embargo: “Poco
antes, en septiembre, habia leido un informe sobre las leyes de la distribucion de la electricidad estatica en
una sesion de la Sociedad de Investigadores Cientificos y Médicos de Gotinga”.

En una carta a su padre, Riemann recordaba, entre otras cosas, que “el hecho de haber hablado en una reunion
cientifica fue Gtil para mis conferencias”. En octubre se puso a trabajar en sus conferencias sobre ecuaciones
diferenciales parciales. Su correspondencia con su querido padre estaba llena de recuerdos acerca de las dificul-
tades con las que se habia encontrado. Aunque solo ocho estudiantes asistieron a las conferencias, Riemann
estaba completamente feliz. Poco a poco super6 su timidez natural y establecié una relacion con su publico.

En 1855, Dirichlet ocupé la catedra de Gauss en Gotinga. En esa época, Riemann intent6 conseguir una ca-
tedra personal, pero fracasé. Sin embargo, dos afios mas tarde fue nombrado profesor y logré publicar otra
de sus obras maestras.

El articulo “Teoria de las funciones abelianas” fue el resultado de un trabajo realizado durante varios afios y
se incluy en un ciclo de conferencias que imparti6 a tres personas entre 1855 y 1856. Una de las tres era De-
dekind, que pudo hacer accesible la belleza de las conferencias de Riemann publicando el material después
de la temprana muerte de este. Este articulo retomaba donde habia quedado su tesis doctoral y desarrollaba
alin mas la idea de las superficies de Riemann y sus propiedades topolégicas. Examinaba las funciones mul-
tivaluadas como de un solo valor sobre una superficie especial de Riemann y resolvia problemas generales
de inversién que habian sido resueltos para integrales elipticas por Abel y Jacobi. Aunque Riemann no fue el
nico matematico que trabajo en tales ideas. Klein escribe: “[...] cuando Weierstrass presentd un primer tra-
tamiento de las funciones abelianas generales a la Academia de Berlin en 1857, el articulo de Riemann sobre
el mismo tema apareci6 en el Crelle’s Journal, volumen 54. Contenia tantos conceptos nuevos e inesperados
que Weierstrass retird su articulo y, de hecho, no lo publicé6 mas”.

Para los resultados de este articulo de 1857, Riemann volvi6 a utilizar el principio de Dirichlet que ya habia
aplicado en su tesis. Sin embargo, Karl Weierstrass demostré que habia un problema con el mismo. Klein
agrega: “La mayoria de los matematicos se apartaron de Riemann [...] Riemann tenia una opinién muy dife-
rente. Reconocia plenamente la justicia y la correccion de la critica de Weierstrass, pero decia, como el mismo
Weierstrass me dijo una vez, que apelaba al principio de Dirichlet solo como una herramienta conveniente y
a mano, y que sus teoremas de existencia siguen siendo correctos”.

Al final de este apartado volveremos a explicar cdmo se resolvié el problema del uso del principio de Dirichlet
en la obra de Riemann. En 1858, Enrico Betti, Felice Casorati y Francesco Brioschi visitaron Gotinga y Riemann
convers6 con ellos sobre sus ideas en topologia. Esto le produjo un placer particular y quizas Betti se haya bene-
ficiado en particular de sus contactos con él, los cuales se afianzaron cuando Riemann visit6 a Betti en Italia, en
1863. Se conocen dos cartas de Betti que evidencian las ideas topologicas que aprendié de Riemann.

En 1859, Dirichlet murié y Riemann fue designado para la catedra de matematicas en Gotinga el 30 de julio.
Unos dias después fue elegido miembro de la Academia de Ciencias de Berlin. Habia sido propuesto por
tres de los matematicos berlineses, Ernst Kummer, Carl Wilhelm Borchardt y Weierstrass, cuyos argumentos
decian: “Antes de la aparicién de su obra mas reciente [Teoria de las funciones abelianas], Riemann era casi
desconocido para los matematicos. Esta circunstancia excusa en cierto modo la necesidad de un examen mas
detallado de sus obras como base de nuestra presentacién. Consideramos que era nuestro deber dirigir la
atencion de la Academia hacia nuestro colega, a quien recomendamos no como un joven talento que brinda
grandes esperanzas, sino mas bien como un investigador plenamente maduro e independiente en nuestra
area de la ciencia, cuyo progreso ha promovido en gran medida”.

Un miembro recién elegido de la Academia de Ciencias de Berlin tuvo que informar sobre sus investigaciones
mas recientes y Riemann envi6 una resefa sobre “El nimero de primos menores de una magnitud dada”, otra
de sus grandes obras maestras que cambiarian la direccion de la investigacion matematica de una manera
muy significativa. En este trabajo, Riemann examind la funcion zeta
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que ya habia sido considerada por Euler. Aqui, la suma es sobre todos los nimeros naturales n mientras que

el producto es sobre todos los niimeros primos. Riemann considerd una cuestion muy diferente de la que ha-
bia considerado Euler, ya que concibié la funcién zeta como una funcién compleja, en lugar de una funcién
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real. Salvo unas pocas excepciones triviales, todas las raices de T(s) se encuentran entre 0 y 1. En el articulo,
afirmé que la funcién zeta tenia infinitas raices no triviales y que parecia probable que todas tuvieran una

parte real, > Esta es la famosa hipétesis de Riemann, que sigue siendo hoy uno de los problemas mas im-
portantes sin resolver de las matematicas.

Riemann estudié la convergencia de la representacion en serie de la funcion zeta y encontrdé una ecuacion
funcional para esta. El objetivo principal del trabajo era proporcionar estimaciones para el nimero de primos
menores que un nimero dado. Muchos de los resultados que obtuvo fueron demostrados mas tarde por
Jacques Hadamard y Charles-Jean de la Vallée Poussin.

En junio de 1862, Riemann se cas6 con Elise Koch, que era una amiga de su hermana. Tuvieron una hija. En
el otofio del afo de su matrimonio, Riemann se resfrié y contrajo tuberculosis. Nunca habia tenido una bue-
na constitucion fisica y sus graves problemas de salud probablemente se remontaban a mucho antes de este
resfriado. De hecho, su madre habia muerto cuando él tenia 20 afios, mientras que su hermano y tres de sus
hermanas murieron jévenes. Riemann intent6 luchar contra la enfermedad yendo al clima mas célido de Italia.

Pasé el invierno de 1862-1863 en Sicilia y luego viajo por Italia, pasando tiempo con Betti y otros matemati-
cos italianos que lo habian visitado en Gotinga. Regresé en junio de 1863, pero su salud pronto se deterior6
nuevamente y volvid a viajar a Italia. Después de pasar desde agosto de 1864 a octubre de 1865 en el norte
del pais, regresé a Gotinga para el invierno de 1865-1866, antes de retornar a Selasca, en las orillas del lago
Maggiore, el 16 de junio de 1866. Dedekind escribe: “Sus fuerzas decaian rapidamente y él mismo sentia que
su fin estaba proximo. Pero aun asi, el dia antes de su muerte, descansando bajo una higuera con el alma llena
de alegria ante el glorioso paisaje, trabajo en su Gltima obra que, por desgracia, qued6 inconclusa”.

Por Gltimo, volvamos a la critica de Weierstrass al uso que Riemann hace del principio de Dirichlet.
Weierstrass habia demostrado que el principio de Dirichlet no garantizaba una funcién minimizadora. Esto
tuvo por efecto que la gente dudara de los métodos de Riemann. Freudenthal afirma: “Todos utilizaron el
material de Riemann, pero su método fue completamente descuidado. [...] Durante el resto del siglo, los
resultados de Riemann ejercieron una tremenda influencia; pero su manera de pensar, poca”.

Weierstrass creia firmemente en los resultados de Riemann, a pesar de su propio descubrimiento del problema
respecto del principio de Dirichlet. Pidi6 a su alumno Hermann Schwarz que intentara encontrar otras pruebas
de los teoremas de existencia de Riemann que no utilizaran este concepto. Lo consiguié durante 1869-1870.
Sin embargo, Klein estaba fascinado por el enfoque geométrico de Riemann y escribi6é en 1892 un libro en el
que daba su version del trabajo de este, aunque escrito en gran medida con el espiritu de Riemann. Freudenthal
escribe: “Es un libro hermoso y serfa interesante saber como fue recibido. Probablemente a muchos les ofendi6
su falta de rigor: Klein se parecia demasiado a Riemann como para convencer a quienes no lo creyeran”.

En 1901, Hilbert corrigié el planteo de Riemann al proporcionar la forma correcta del principio de Dirichlet,
necesaria para que las demostraciones de Riemann fueran rigurosas. Sin embargo, la blsqueda de una de-
mostracion rigurosa no habia sido una pérdida de tiempo, ya que Alfred Clebsch, Camille Jordan, Alexander
von Brill y Max Noether descubrieron muchas ideas algebraicas importantes mientras intentaban demostrar
los resultados de Riemann. Monastyrsky sostiene: “Es dificil recordar otro ejemplo en la historia de la ma-
tematica del siglo xix en el que la lucha por una prueba rigurosa condujera a resultados tan productivos”.
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Con la informacién de la figura siguiente dada en la cuadricula, hallar el valor del angulo a.
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Solucién

Completando la semicircunferencia a una circunferencia, se tiene que a es un angulo inscripto.
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El valor del angulo a es igual al valor del angulo f, indicado en la siguiente figura:
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Pero resulta claro que el valor de 3 es 45°.
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