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“[...] mas valioso que acumular informacion es interiorizarse de métodos para saber qué
propositos tienen, es decir, de donde parten y adonde llevan. Los métodos tienen una orientacion
y una dindmica de las cuales los resultados y teoremas aislados carecen”. Dr. Alberto Calderén
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Continta de Lenitas Geométricas 79 época, N° 10, Cap. "Aparicién del alge-
bra abstracta”

CRISTALOGRAFIA BIDIMENSIONAL

La cristalografia matematica constituye una de las aplicaciones mas impor-
tantes de la geometria elemental a |a fisica. La teoria tridimensional es com-
plicada, pero su analoga en dos dimensiones es facil de visualizar, sin que
por ello sea trivial. Los disefios que abarcan el plano provienen de una ma-
nera natural de los disefios de franjas que se consideraron anteriormente. Sin
embargo, a pesar de la restriccion a dos dimensiones, una relacién completa de la enumeracion de los grupos
infinitos de simetria no entra, por ahora, en nuestros propdsitos.

1. Las celosias y sus regiones de Dirichlet

Los grupos infinitos bidimensionales (los grupos de simetria de disefios que se repiten,
como los que se ven en el papel tapiz para pared, para forrar cuadernos o libros o en
los pisos de baldosa) se distinguen de los grupos infinitos unidimensionales debido a
la presencia de traslaciones independientes; es decir, traslaciones cuya direccién no es ni
paralela ni opuesta.

Grupos infinitos bidimensionales en papel de pared.

Yevgraf Stepanovich Fiédorov (22 de diciembre de 1853-21 de mayo de 1919) fue un matematico, cristalo-
grafo y mineralogista ruso que demostré la existencia de diecisiete de esos grupos de isometrias. En el siglo
xx fueron redescubiertos por George Pdlya y Paul Niggli. Los simbolos que emplearemos para denotarlos son
los de las Tablas Internacionales de Cristalografia de Rayos X.

* Recordamos a los lectores que los temas editados en Leitas Geométricas son material preparado y en gran parte desarrollado y sugerido por el
doctor Miguel de Guzman y los doctores Richard Courant, Herbert Robbins, Carl Boyer, Harold Scott Macdonald Coxeter y Roger Penrose.
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El caso mas sencillo es el del grupo p1, al que generan dos traslaciones independientes X, Y. Como la inversa
de una traslacion es otra traslacion y el producto de dos traslaciones es también una traslacion, este grupo
consiste solamente de traslaciones. Como XY =YX, estas traslaciones son simplemente X*Y” para todo par de
enteros x, y. De una manera abstracta, tenemos aqui el producto directo C_ x C_, al que una sola relacién lo

define:
XY =YX.

Un objeto cualquiera, como la numeral 6 de la figura siguiente,

6 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6 6

es transformado por el grupo p1 en una coleccion infinita de objetos, dispuestos de manera que forman un
disefio. Y también p1 es el grupo de simetria completo del disefio, puesto que el objeto carece de simetria
intrinseca. Cuando el objeto es un solo punto, el disefio serd una coleccién de puntos que se llama celosia

bidimensional y que puede ser visualizado como el plano de una huerta infinita. Cada punto de la celosia se
asocia de manera natural con el simbolo de la traslacion por medio de la que se le derivd del punto original

1 (véase la figura siguiente).
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Cualquiera que entre en una huerta puede observar la alineacion de arboles en muchas direcciones; esto
se parece a una propiedad tipica de una celosia: la recta que una dos de sus puntos contiene también una
infinidad de ellos, a espacios regulares, es decir, una celosia unidimensional. De hecho, la recta que une los

puntos 1 y X*¥¥ también contiene los puntos
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an/dYny/d - (Xx/de/d)nl

donde d es el maximo comdn divisor de x y de y, y n puede ser cualquier entero. En particular, las potencias
de X se encuentran todas sobre una recta, las de Y en otra, y las rectas que son paralelas a estas y pasan por
los demas puntos de la celosia forman un mosaico de paralelogramos congruentes que llena el plano sin
dejar intersticios (figura siguiente).

Empleamos el término mosaico para designar cualquier arreglo de poligonos que encajan entre si de manera
que cubren todo el plano sin que ninguno se traslape. Un paralelogramo tipico es el que forman los cuatro
puntos 1, X, XY, Y.

La traslacion T = X*Y” transforma a este paralelogramo en otro que tiene como “primera” esquina el punto
T (en lugar de 1). Hay asi una correspondencia uno-a-uno entre todas las celdas o piezas del mosaico y las
transformaciones del grupo, con la propiedad de que cada transformacién lleva un punto cualquiera del
interior de la celda original a un punto situado de manera parecida en la nueva celda. Por esta razon, el pa-
ralelogramo tipico se llama regién fundamental.

La forma de la region fundamental dista mucho de ser Gnica. Cualquier paralelogramo servira, siempre y
cuando tenga por Vértices cuatro puntos de la celosia y no haya ninguno dentro de él ni en sus lados. Esta es
la contrapartida geométrica de la afirmacion algebraica acerca de que el grupo que generan X, Y se genera
igualmente por X°Y®, XY, siempre y cuando

ad - bc = +1.
Para expresar los viejos generadores en términos de los nuevos, observaremos que
(XaYb)d(Xch)—b - Xad—bc] (XaYb)—c(Xch)a - Yad—bc'

Pero no es necesario que la region fundamental sea un paralelogramo; por ejemplo, podemos reemplazar
cada par de lados opuestos por un par de curvas congruentes, como se ha hecho en la figura siguiente.

(0] (0] (0]

J o (0]

Cualquiera de las posibles regiones fundamentales, ya sea que hayamos escogido un paralelogramo o cual-
quier otra forma, tendra la misma area que el paralelogramo tipico de la figura que sigue.
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Esto se explica al considerar que en el interior de un circulo suficientemente grande el nimero de puntos
de la celosia sera igual al nimero de réplicas de cualquier region fundamental (con un error insignificante,
debido a las regiones mutiladas por la circunferencia); asi, cada forma tiene como area la misma fraccion del
area del circulo grande. Un hecho interesante es que cualquier region fundamental convexa es, en lo que se
refiere al grupo de traslacién, un poligono de simetria central, a saber, un paralelogramo o un hexagono de
simetria central.

Entre los distintos paralelogramos posibles, podemos escoger uno como norma, al que diremos reducido,
al tomar el generador Y como la traslacién mas corta (o una de las mas cortas) del grupo, y a X como una
traslacion, igual o la mas cercana, en otra direccion. Si tenemos entonces que el angulo entre X'y Y es ob-
tuso, invertimos la direccion de Y. Asi, entre todos los paralelogramos susceptibles de servir como regiones
fundamentales, nuestro paralelogramo tiene los lados mas cortos. Las traslaciones a lo largo de estos lados
se llaman, de manera natural, generadores reducidos.

Al unir los vértices X, Y del paralelogramo reducido y los pares correspondientes de vértices de sus réplicas,
obtenemos un mosaico de triangulos congruentes con vértices en los puntos de la celosia, ninguno de cuyos
angulos es obtuso. Cada punto de la celosia pertenece a seis de los triangulos: por ejemplo, los tridngulos
que rodean al punto 1 lo unen a pares de puntos adyacentes en el ciclo

X,V XY, XL YL XY?

(ver la siguiente figura de anélisis).

XY

Y X
X / X
) X

Y1 XY y-1 XYL

y Y

Al unir los circuncentros de los seis triangulos, se obtiene la regién de Dirichlet o “poligono de Voronoi” de la
celosia: un poligono cuyos puntos interiores son todos los puntos del plano que estan mas cerca de un punto
de la celosia en particular (como el punto 1) que de cualquier otro. Estas regiones, tales que cada una rodea
a un punto de la celosia, evidentemente encajan bien y llenan todo el plano; de hecho, la regién de Dirichlet
es una clase particular de region fundamental.

La regién de Dirichlet, a menudo referida como la célula de Wigner-Seitz o el dominio de influencia, es un
concepto clave en la teoria de sélidos cristalinos. Define la region espacial que pertenece a un punto de la
red (o sea, un punto donde se encuentra un &tomo o ion), es decir que es mas cercana a ese punto que a
cualquier otro punto de la red. En esencia, es la region mas cercana a un punto en el espacio que contiene
solo ese punto de la red.

Recordemos que, en matematicas, la condicion de frontera de Dirichlet (o de primer tipo) es un tipo de condi-
cion de frontera o contorno, denominado asi en honor a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859),
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cuando en una ecuacion diferencial ordinaria o una en derivadas parciales, se le especifican los valores de la
solucién que necesita la frontera del dominio. La cuestion de hallar las soluciones a esas ecuaciones con esta
condicion se la conoce como problema de Dirichlet.

Volviendo a la celosia, esta es simétrica por medio de un semigiro alrededor del punto 1 (u otro cualquiera
de la celosia), pues al aplicarlo se intercambian los pares de puntos de la celosia X*Y¥, X*Y7. (En el lenguaje
técnico se dice que el grupo p1 tiene un automorfismo de periodo 2 que reemplazaa X y a Y por sus inver-
sos.) Por lo tanto, la regién de Dirichlet es simétrica por un semigiro.

Su forma precisa depende de las longitudes relativas de las traslaciones generatrices X, Y y del angulo que
forman. Si el angulo es recto, la region de Dirichlet serd un rectangulo (o un cuadrado), puesto que el cir-
cuncentro de un triangulo rectangulo es el punto medio de la hipotenusa. En todos los demas casos, es un
hexagono (no ha de ser necesariamente un hexagono regular: pero como tiene simetria central, los pares de
lados opuestos son iguales y paralelos).

Si se hace variar la celosia al permitir que el angulo que forman las traslaciones X'y Y aumente gradualmente
hasta 90°, veremos que dos de los lados opuestos del hexagono se encogen hasta convertirse en vértices, y
entonces los cuatro lados restantes formaran un rectangulo (o un cuadrado).

Las reflexiones en cuatro de los seis lados de la region de Dirichlet transforman el punto central de la celosia
1 en cuatro o seis puntos distintos de la celosia, que se llaman naturalmente vecinos del punto 1.

Ejercicios de entrenamiento

1. Dos lados opuestos cualesquiera de una region de Dirichlet son perpendicu-
lares a la recta que une sus puntos medios. Demostrar.

2. Dibujense los distintos tipos de celosias que se pueden presentar si se sujeta
a X'y Y a las restricciones siguientes: pueden tener la misma longitud y el
angulo que formen puede ser de 90° o de 60°. Sefialar la region de Dirichlet
en cada uno de los casos y buscar el grupo de simetria de esta region, que
seaC,D, D, oD,.

il = \
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2. El grupo de simetria de la celosia general

La investigacion de las simetrias en una estructura matematica siempre ha dado resultados
importantes. Es facil observar que cualquier celosia es simétrica por el semigiro alrededor
del punto medio del segmento que une dos puntos cualesquiera de la celosia. Esos puntos
medios forman una nueva celosia de malla mas fina, cuyas traslaciones generatrices tienen
una longitud que es la mitad de la de X'y Y. Véase los puntos “abiertos” de la figura siguiente.

(@) o o o o
oY o o XY o o XY
o o (e)
o X o ® X?

La celosia “general” se presenta cuando los generadores reducidos son de longitudes diferentes y el angulo
que forman no es de 90° ni de 60°. En un caso asi, las traslaciones XY y los semigiros que hemos mencio-
nado son sus (nicas operaciones de simetria. En otras palabras, el grupo de simetria de la celosia general se
deriva de p1 al afiadir una nueva transformacion H, que es el semigiro alrededor del punto 1.

Este grupo se denota por p2. Lo generan el semigiro Hy las traslaciones X, Y, en cuyos términos el semigiro
que intercambia los puntos 1y T = X*Y” es HT. (Adviértase que el mismo T es ya producto de H'y HT.) El
grupo se genera también por medio de los tres semigiros HX, H, HY, o (aunque es redundante) por estos
tres y su producto

HX - H - HY = HXY,
que son semigiros alrededor de los cuatro vértices del paralelogramo de la figura de arriba.

Una caracteristica notable de cualquier tridangulo o cualquier cuadrangulo simple (no necesariamente con-
vexo) consiste en que sirven como regiones fundamentales de p2.

Los semigiros alrededor de los puntos medios de los tres o cuatro lados siempre se pueden identificar con
HX, H, HY (ver figuras de abajo) o con HX, H, HY, HXY.

Ejercicios para fijar ideas

1. ;Por qué razén forman los vértices de los cuadrangulos de la figura anterior de
derecha dos celosias superpuestas?

2. Dibdjese el mosaico de las regiones de Dirichlet que corresponden a una celosia determinada. Dividase a
continuacién cada region en dos mitades por medio de una diagonal. El mosaico que resulta es un caso
especial del mosaico de trianqulos escalenos (figura anterior de izquierda) o de cuadrangulos irrequlares
(figura anterior de derecha), segln sea la region de Dirichlet rectangular o hexagonal.
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3. El arte de M. C. Escher

Los grupos p1y p2 son dos de los grupos discretos de isometria mas sencillos, de los diecisiete N
en los que intervienen dos traslaciones independientes. En este y en el siguiente punto men- \
cionaremos algunos mas. Los generadores adecuados de todos ellos se han enumerado en la

siguiente tabla:

Los 17 grupos espaciales de la cristalografia bidimensional

Simbolo Generadores
pl 2 traslaciones
p2 3 semigiros
pm 2 reflexiones y 1 traslacion
pg 2 reflexiones paralelas en deslizamiento
cm 1 reflexion y 1 reflexion paralela en deslizamiento
pmm Las reflexiones en los 4 lados de un rectangulo
pmg 1 reflexion y 2 semigiros
pgg 2 reflexiones perpendiculares en deslizamiento
cmm 2 reflesiones perpendiculares y 1 semigiro
p4 1 semigiro y 1/4 de giro
p4m Las reflexiones en los 3 lados de un tridngulo de angulos iguales a 45°, 45°,
90°
pag 1 reflexion y 174 de giro
p3 2 rotaciones que recorren 120°
p3ml 1 reflexién y 1 rotacién que recorre 120°
p31lm Las reflexiones en los 3 lados de un tridngulo equilatero
p6 1 semigiro y una rotacion que recorre 120°
pém Las reflexiones en los 3 lados de un tridngulo de angulos de 30°, 60°, 90°

El desarrollo del arte que consiste en llenar un plano con un disefio que se repite alcanzd su climax en la
Espana del siglo xi11, cuando los moros aplicaron los diecisiete grupos en sus intrincados disefios decorativos
de la Alhambra, en Granada. Su inclinacién por los disefios abstractos provenia de la estricta observancia del
segundo mandamiento. El artista holandés Maurits Cornelis Escher, que carece de esos escrlpulos, aplica con
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gran ingenio estos grupos al servirse de formas animales para sus regiones fundamentales. Por ejemplo, el
grupo de simetria de los jinetes a caballo representado en la lamina 1 siguiente

Lamina 1.

parece a primera vista p1, generado por una traslacion horizontal y otra vertical. Pero si ignoramos la dife-
rencia entre las areas clara y oscura, obtenemos el grupo pg, que es mas interesante, generado por dos re-
flexiones paralelas en deslizamiento, que podemos denotar por G y G'. Observemos que la traslacion vertical
puede quedar igualmente expresada como G? 0 G"2. Y es notable que la relacion

G?=G"

proporcione por si sola la definicién abstracta completa de este grupo. Es claro que el jinete y su montura
(al considerar cualquier color) constituyen una region fundamental de pg. Pero debemos combinar ambas
regiones, una clara con una oscura, para obtener una region fundamental de p1.

De la misma manera, el grupo de simetria del disefio de Escher de los escarabajos (lamina 2)

parece a primera vista pm, generado por dos reflexiones verticales y una traslacion vertical. Pero al observar
cuidadosamente, se advierte que hay escarabajos oscuros, ademas de los claros, y que los colores nuevamen-
te se intercambian por medio de las reflexiones en deslizamiento. El grupo completo de simetria cm, cuya
region fundamental es la mitad derecha o izquierda de un escarabajo de cualquier color, es generado por una
reflexion vertical en deslizamiento junto con una reflexion vertical. Si queremos obtener una region funda-
mental del grupo mas “pequefio” pm, deberemos combinar la mitad derecha de un escarabajo de un color
con la mitad izquierda de un escarabajo adyacente del otro color. Un escarabajo completo (de cualquier co-
lor) constituye una region fundamental del grupo p1 (donde una de sus traslaciones generatrices es oblicua)
o igualmente del grupo pg.
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Ejercicios para fijar ideas
1. Ubiquense los ejes de dos reflexiones en deslizamiento tales que generen pg en
las laminas 1y 2.

2. Dos paralelogramos cualesquiera cuyos lados estén a lo largo de dos direcciones
iguales pueden, entre ambos, Ilenar todo el plano si se los repite por medio de
traslaciones. Demostrar.

4. Seis disenos de ladrillos

En la figura siguiente se puede ver que seis de los diecisiete grupos espaciales de dos dimensiones surgen
como grupos de simetria de disefios familiares de rectangulos, a los que podriamos considerar como ladrillos
o baldosas.

p2 cmm pmm

pmg Pge pAg

Ejercicio. Se entiende que en todos estos disefios un ladrillo es un rectangulo, uno de cuyos lados es dos
veces mayor que el otro. En cada caso, todo ladrillo se relaciona con el disefio entero de la misma manera en
que cualquier otro lo hace. (En lenguaje técnico, el grupo de simetria es transitivo en los ladrillos.) ; Son estos
seis los Gnicos disefios transitivos de ladrillos?

Los generadores lo sefialan de esta manera: una linea punteada denota un espejo, una “lente” denota un se-
migiro, un cuadrado pequefio denota un cuarto de giro (es decir, una rotacién que recorre 90°) y una “media
flecha” denota una reflexion en deslizamiento.

En cada caso, la region fundamental se ha sombreado. Esta region se elige de manera, hasta cierto punto,
arbitraria, con la excepcién de la de pmm, donde queda totalmente limitada por espejos.

El procedimiento para analizar un disefio asi es el que daremos a continuacién. Tenemos que el grupo de
simetria de un solo ladrillo es D, (de orden 4), que contiene a los subgrupos C, y D,. Si todas las operacio-
nes de simetria del ladrillo son también operaciones de simetria de todo el disefio, como se tiene en cmm
y pmm, la regién fundamental es la cuarta parte de un ladrillo, dos de los generadores son las reflexiones
que generan D, y el otro generador es el que transforma nuestro ladrillo en un ladrillo vecino. Si solamente
pertenece a todo el disefio el subgrupo C, o el D, (de la manera en que C, pertenece ap2 o apgg yD, a
pmg o a p4g), la region fundamental es la mitad de un ladrillo, y los generadores ya no se determinan de
una manera obvia.
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5. La restriccion cristalografica

Recordemos una observacion interesante de G. H. Hardy: “El matematico, como el

\\%( pintor o el poeta, es un constructor de disefios. El hecho de que sus disefios sean

=X\ Mas permanentes que los de los otros se debe a que estan hechos con ideas”. Harold
>~ Scott Coxeter comparte estas consideraciones.

La relacion completa de los diecisiete grupos espaciales y bidimensionales ocuparia

demasiado espacio; pero vale la pena dar aqui la elegante demostracion de Barlow
’./,4‘ -, . -, . . .

e de que los dnicos subgrupos ciclicos posibles son C, C, C, y C_. Dicho de otra

manera:

Los Gnicos periodos posibles de una operacion rotacional
de simetria de una celosia son 2, 3, 4, 6.

Sea P un centro cualquiera de rotacion de periodo n. Las demas operaciones de simetria de la celosia tradu-
cen a P en infinitos centros diferentes de rotacion que tienen el mismo periodo. Sea Q uno de estos centros
distintos de P

QI

tal que esté a la menor distancia posible de él (figura anterior). Un tercer centro, P’, se deriva a partir de P
mediante una rotacion que recorre 2xt/n alrededor de Q; y un cuarto, Q’, se deriva de Q por medio de una
rotacion de 2x/n alrededor de P'. Por supuesto, los segmentos PQ, QP', P'Q’ son todos iguales. Puede su-
ceder que Py Q' coincidan; entonces, se tiene que n = 6. En todos los demas casos, debido a que hemos
tomado Q a la menor distancia posible de P, tendremos que PQ" = PQ; por lo tanto, n < 4. (Cuando n =4,
PQP'Q’ es un cuadrado. Cuando n =5, PQ' es obviamente mas corto que PQ. Cuando n =6, PQ cortaa P'Q’,
pero no necesitamos emplear ya Q": tenemos que PP’ < PQ, que es un resultado suficientemente absurdo.)

6. Mosaicos regulares

Probablemente, Johannes Kepler (1571-1630) fue el primero en investigar las maneras posibles
de llenar el plano con poligonos iguales y regulares.

Ludwig Schlafli (15 de enero de 1814-20 de marzo de 1895) fue un gedbmetra suizo, estudioso
del anélisis de variable compleja, una de las figuras clave en el desarrollo de la nocién de espacios de
dimensiones mayores que 3. Junto con Arthur Cayley y Bernhard Riemann, es considerado uno
de los arquitectos fundamentales de la geometria multidimensional.

En geometria, el simbolo de Schlafli es una notacion simple de la forma {p, g, r, ..., w}, que proporciona un
sumario de algunas propiedades importantes de un poligono reqular o de una teselacién, o embaldosado
regular. A nuestro gedbmetra suizo debe su nombre. El dodecaedro es un poliedro regular con el simbolo de
Schlafli {5, 3}, porque tiene caras pentagonales (representadas por el nimero 5), y tres de ellas coinciden en
cada vértice (situacion indicada por el nimero 3) (figura siguiente).
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Encontraremos que resulta conveniente usar el simbolo de Schlafli {p, g} para describir el mosaico de p-ago-
nos regulares donde g de ellos rodean a cada vértice. Los casos {6, 3}, {4, 4}, {3, 6} se representan en las
figuras de abajo,

% @ v V
N N
{6, 3} {4, 4} {3, 6}

donde en cada caso el poligono en lineas mas gruesas es la figura vertical: el g-dgono cuyos vértices son los
puntos medios de las g aristas que acuden a un vértice. Como los mosaicos tienen ciertas analogias con
los poliedros, es natural el empleo de la palabra arista al hablar de lados comunes de poligonos adyacentes,
como también diremos cara para significar a los poligonos mismos.

En busca de una definicién formal, diremos que un mosaico es reqular cuando tiene caras regulares y una
figura vertical regular en todos los vértices.

El mosaico {6, 3} se ve con frecuencia en los pisos de los cuartos de bafio y también en cualquier panal. El {4, 4}
nos es familiar en las formas de papel cuadriculado; en términos de coordenadas cartesianas, sus vértices
son los puntos en los que x e y son enteros. En {3, 5} es el mosaico dual de {6, 3} en el sentido siguiente: el
dual de {p, g} es el mosaico cuyas aristas son las mediatrices de las aristas de {p, g} (ver la figura siguiente).

Asi, el dual de {p, g} es {g, p} y viceversa; los vértices de cualquiera de ellos son los centros de las caras de
otro. En particular, el dual de {4, 4} es uno igual a él, {4, 4}. Obtenemos con facilidad los valores posibles de p
y g al igualar el angulo de un p-agono, a saber (1 - 2/p)m, con el valor que ha de tener cuando hay g de estos
poligonos reunidos en un vértice:

2 2n 1 1 1
l-—|n==—,—+===,(p-2)(g-2)=4.
( ) a P 49 2( 1-2)
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De las tres maneras posibles de factorizar 4, a saber
4-1,2-2,1-4,

provienen los tres mosaicos que ya hemos descrito. Sin embargo, antes de afirmar que estos son los Gnicos
mosaicos regulares, debemos investigar las soluciones fraccionarias de nuestra ecuacion; pues podriamos
tener, es decir, podemos concebir, un mosaico de “estrella” {p, g} en el que la cara {p} y la figura vertical {g}
sean poligonos regulares de la clase que ya consideramos. Por ejemplo, en la figura siguiente

tenemos diez pentagonos que se han colocado juntos en un vértice comln. Aunque se traslapan, podriamos
- P . 10 .
pensar en afadir nuevos pentagonos con la esperanza de formar un mosaico {5? (cuya figura vertical

sea un decagrama), que cubra el plano un nimero determinado de veces. Pero, como veremos enseguida,
este nimero es infinito.

Consideremos el mosaico regular general {p, g} donde p =n/d. Si cubriera el plano un nmero finito de veces,
deberia haber una distancia minima entre los centros de los pares de caras. Sean P, Q los centros de caras tales
que los separa la distancia minima. Puesto que son centros de rotacion de periodo n, el argumento del que
ya nos servimos en el punto anterior “La restriccion cristalografica” sefiala que los (inicos valores posibles de n
son 3, 4, 6. Por lo tanto, d = 1 y estos son los Gnicos valores posibles de p. En consecuencia, no hay mosaicos
regulares de estrella. Es posible cubrir tres veces una esfera por medio de doce “pentagonos” cuyos lados son
arcos de los circulos mayores.

Para encontrar el grupo de simetria de un mosaico regular, aplicamos a su cara el tratamiento que dimos a los
ladrillos recientemente en el punto “Seis disefios de ladrillos”. Es claro que el grupo de simetria de {p, g} se
deriva del grupo de simetria D de una de sus caras al anadir la reflexion en uno de los lados de la cara. Asi,
queda generado por las reflexiones en los lados de un tridngulo cuyos angulos seran w/p, en el centro de la
cara; /2, en el punto medio de una arista; y nt/q, en un vértice.

Este tridngulo constituye una region fundamental, puesto que se transforma en tridngulos vecinos por me-
dio de las tres reflexiones generatrices. Como cada generador conserva invariantes los puntos de uno de los
lados, la region fundamental es Gnica: no se puede modificar mediante sumas y restas de la manera en que
Escher modifica las regiones fundamentales de algunos grupos.

La reticula de estos triangulos, que llena el plano, es cortada por todas las rectas de simetria del mosaico
regular. Las rectas de simetria incluyen las aristas de {p, g} y de su dual {g, p}. Para {6, 3} y el {3, 6} (ver
nuevamente las figuras),

A4 A4

N N
{6, 3} {4, 4} {3, 6}
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estas rectas de las aristas son suficientes; en el caso de los duales {4, 4} necesitaremos considerar también las
diagonales de los cuadrados.

Las regiones alternas se han coloreado en las figuras siguientes,

<

p6y p6m p4y p4m
tanto para exhibir los grupos completos de simetria pém, p4m como los subgrupos “directos” p6, p4 (que

consisten en rotaciones y traslaciones) que preservan los colores.

Pero, en lugar de derivar esta reticula de tridangulos del mosaico regular, podemos proceder al revés y derivar
el mosaico de la reticula. Con este propésito, escogeremos un punto de la reticula donde los angulos sean de
nt/p, es decir, donde los p tridngulos coloreados y los g blancos se retinen. Estos 2p triangulos se combinan
para dar forma a una cara de {p, g}.

Ejercicios de entrenamiento

1. Justificar la definicion formal que se dio de reqular en la pagina 10. (Implica
que las caras son iguales entre si'y que los vértices estan rodeados de la mis-
ma manera.)

2. Por medio de un argumento general, demostrar que los puntos medios de
las aristas de un mosaico regular pertenecen a una celosia. (Indicacion: Con-
sidérese el grupo p2 que generan los medios giros alrededor de tres puntos
COMO €s0s.)

3. Sefalar los puntos medios de las aristas de {6, 3}. Verificar que pertenecen a una celosia. ; Constituyen la
totalidad de la celosia?

4. Trazar porciones de celosias cuyos grupos de simetria sean p2, pmm, cmm, p4m, pém.

7. El problema de los puntos colineales de Sylvester

Como vimos al comienzo de este tema, una celosia es un conjunto discreto de puntos con
la propiedad de que la recta que une a dos de ellos contiene ademas un ndmero infinito de
puntos de la celosia. Las figuras siguientes

A4

N
{6, 3} {4, 4} (3, 6}

N
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nos muestran una “huerta” finita en la que nueve puntos estan dispuestos en diez filas de tres cada una. Es
probable que haya sido al investigar estas configuraciones cuando a James Joseph Sylvester se le ocurri6 el
problema siguiente, que propuso en 1893:

“Demuéstrese que no se puede colocar ningin ndmero finito de puntos reales de manera
que una recta que pasa por cada dos de ellos pase también por un tercero, a menos que estén
todos sobre la misma recta”.

Ni Sylvester ni ninguno de sus contemporaneos pudieron pensar en una demostracion satisfactoria. El asunto
fue olvidado hasta 1933, cuando Jovan Karamata y Paul Erdés lo revivieron y Tibor Gallai (alias Griinwald)
finalmente tuvo éxito, con un argumento bastante complicado. La afirmacién “negativa” de Sylvester fue re-
dactada de nuevo, y “positivamente”, por Theodore Motzkin de esta manera:

Si en el plano real se tiene que n puntos no estan en la misma recta, existe una recta tal
que contiene a dos de los puntos, exactamente.

La demostracion que daremos a continuacion, que se parece un poco a la demostracion de Barlow ya comen-
tada en el punto “La restriccion cristalografica”, se debe a Leroy Milton Kelly.

B . p 1 .
Los n puntos P, ..., P_estan unidos por no mas de En(n—l) rectas PP, PP, etc. Consideremos ahora los

pares P, PP,, que consisten en un punto y una recta de union que no son incidentes. Como no puede haber

. 1 . , .
mas de En(n—l)(n—Z) de estos pares, habra por lo menos uno, digamos P,, PP, con respecto al cual la dis-

tancia P,Q desde el punto a la recta es la menor distancia de las que ocurren.

Entonces, tenemos que la recta P,P, no contiene ningln otro punto del conjunto pues, si contuviera a P,
habria por lo menos dos de los puntos P, P, P, que quedarian a un lado de la perpendicular P,Q (o también
es posible que uno de los puntos P coincidiera con Q). Denominemos ahora a los puntos de manera que estos
dos sean P, P, donde P, estd mas cerca de Q (o coincide con Q).
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Entonces P,, P,P, (ver la figura de arriba) es otro par, que esta a una distancia menor que P,Q, lo que es ab-
surdo. Esto completa la demostracion de que siempre hay una recta que contiene exactamente a dos de los
puntos. Por supuesto, puede haber mas de una recta; de hecho, Kelly y Jiirgen Moser han demostrado que
el nimero de esas rectas no es menor que 3n/7.

Ejercicios de entrenamiento

1. La demostracion anterior implica la presencia de una recta que contenga solamente
dos de los puntos P. El punto Q, de hecho, esta entre P,y P_. Demostrar.

&/

2. Sise tiene que n puntos no estan en la misma recta, tienen por lo menos n rectas di- (/(m
ferentes de uni6n. Demostrar. '

3. Trazar una configuracion de n puntos con respecto a los que se obtiene el limite mas
bajo de 3n/7 rectas “ordinarias” que los unen. (Indicacion: n = 7.)

IRRESOLUBILIDAD DE LOS TRES
PROBLEMAS GRIEGOS

La duplicacién del cubo, también conocida como el problema de Delos, describe una cuestion geométrica que
consiste en construir un cubo que tenga el doble de volumen que un cubo dado. Es uno de los tres problemas
clasicos de la matematica antigua, que ya habia sido formulado en el siglo v a. C. en la Antigua Grecia.

Se llama neusis a las construcciones realizadas con la ayuda de una “insercién” en una regla. Ademas del compas utilizan una regla en la
que se realiza una marca para fijar una medida como ayuda adicional. Izquierda: Construccién de neusis con regla marcada k = Arista
del cubo inicial. Derecha: Construccién mediante neusis con regla marcada a = arista del cubo inicial a : x =b :y =c: a=3/2.

Estamos ahora en condiciones de investigar los viejos problemas de triseccion del angulo, duplicacion del
cubo y construccion del heptagono regular. Comenzaremos por la duplicacion del cubo. Si se da un cubo
cuya arista es la unidad de longitud, su volumen serd la unidad de volumen; se desea encontrar la arista x de
un cubo cuyo volumen sea el doble. Dicha arista satisfara a la sencilla ecuacién ctbica:

x> -2=0. @
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La demostracion de que el nimero x no puede construirse con regla y compas es indirecta. Supondremos
de momento que tal construccion es posible. Seglin lo dicho antes, esto significa que x pertenece a algln
cuerpo F, deducido, como ya se vio, del cuerpo racional, mediante sucesivas ampliaciones obtenidas por
adjuncién de raices cuadradas. Como veremos, esta hipdtesis nos lleva a una consecuencia absurda.

Sabemos que x no pertenece al cuerpo racional F,, pues /2 es un nGmero irracional. Luego, x puede per-
tenecer solo a algn cuerpo F,, siendo k un entero positivo. Podemos suponer que k es el menor nimero
entero positivo tal que x esté en algiin F,. Resulta entonces que x puede escribirse en la forma

X:p+q\/W,

donde p, gy w pertenecen a algin F,_, pero Jw no. A continuacién, mediante un simple pero importante
tipo de razonamiento algebraico, probaremos que si x = p + g es una solucioén de la ecuacién cibica (1),
entonces, y =p-g/w es también solucion. Como x est en el cuerpo F. también x> y x*> — 2 estaran en F,
y tendremos

X’ =2=a+bJw, 2)

en donde a y b pertenecen a F, . Mediante un sencillo calculo, resulta a = p* + 3pg’w - 2, b = 3p’q + g’w.
Si hacemos

y=p-gw,
y sustituimos g por —q en estas expresiones de a y b, vemos que
vy -2=a-bJw. D)
Supongamos ahora que x es raiz de x> - 2 = 0 y, por tanto,
a+bw =0. 3)

Esto implica -y aqui esta la clave del argumento- que a y b son iguales a cero. Pues si b no fuera cero, se
podria deducir de (3) que vw =-a/b, y Jw seria un nimero del cuerpo F.., al que pertenecen a y b,
contrariamente a nuestra hipdtesis. Siendo, pues, b = 0, se sigue inmediatamente de (3) que también a = 0.

Una vez visto que a = b = 0, es consecuencia inmediata de (2') que y = p—g/w es también solucion de la
ecuacion clbica (1), por ser y* -2 =0. Ademas, y z x; es decir, x -y 2 0, pues X—y = 2w solo puede

anularse si g = 0, de donde x = p perteneceria a F,_, contra lo supuesto.

Hemos probado asi que si x = p+q\/W es una solucion de la ecuacion cibica (1), también y = p—q\/W
es otra solucion diferente de esta ecuacion, lo que entraiia una evidente contradiccion, pues hay un (nico
nGmero real x que es raiz cUbica de 2, siendo las otras dos raices cUbicas imaginarias (visto en “Férmula
de De Moivre y raices de la unidad”, en Leditas geométricas 72 época, N° 7, pp. 18-20); y = p—g~/w, sin
embargo, es real, ya que p, g y \/w son reales.

La hipotesis hecha nos ha llevado a un absurdo, quedando asi demostrada su falsedad. Una solucion de (1)
no puede estar en el cuerpo F,; es decir, es imposible duplicar el cubo con regla y compas.

2. Un teorema sobre ecuaciones cubicas

El razonamiento algebraico que acabamos de utilizar ha sido adaptado especial-
mente al problema particular analizado. Si deseamos ocuparnos de los otros dos
problemas clasicos, es preferible proceder sobre una base mas general. Los tres
problemas dependen algebraicamente de ecuaciones clbicas. Un hecho funda-
mental concerniente a la ecuacion cibica

Z2+az2+bz+c=0
es la relacion siguiente entre las tres raices x,, x,, x, de la misma:
X, +X,+X,=-0 (5)

El polinomio 2> + az> + bz + ¢ puede descomponerse en el producto (z - x,)(z - x,)(z - x,), siendo x,, x,, X,
las raices de la ecuacion (4). Por tanto,
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3 2 — 53 2
Z+az2 +bz+c=2 - (X + X, + X )7 + (XX, + XX, + X X,)Z = XXX, ,

y como el coeficiente de cada potencia debe ser el mismo en ambos miembros, resulta:
—a =X, + X, +X, b=xX, + XX, + XX, ~C=XXX,.

Consideremos la ecuacion clbica (4) con coeficientes g, b, ¢, racionales. Puede suceder que una de las raices
de la ecuacion sea racional; por ejemplo, la ecuacion x* — 1 = 0 tiene la raiz racional 1, mientras que las otras
dos raices, dadas por la ecuacion cuadratica x> + x + 1 = 0, son necesariamente imaginarias. Pero podemos
demostrar facilmente el siguiente teorema general:

Si una ecuacion cubica de coeficientes racionales no tiene raiz racional, ninguna de sus
raices es construible partiendo del cuerpo racional F.

Daremos nuevamente una demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos que x fuera una raiz cons-
truible de (4). Entonces, x perteneceria al Gltimo cuerpo F, de alguna cadena de cuerpos sucesivamente
ampliados F, F,, ..., F,, como antes. Supondremos que k es el menor entero tal que una raiz de la ecuacion
chbica (4) pertenece a F,. Por supuesto que k debe ser mayor que cero, ya que en el enunciado del teorema
se supone que ninguna raiz x pertenece al cuerpo racional F ; luego, x puede escribirse en la forma

x=p+qx/W,

donde p, g, w pertenecen al cuerpo precedente F,_, pero ~w no. Sigue de ello, exactamente como para la
ecuacion particular x*> — 2 = 0 anterior, que otro nimero de F,,

y=p-qiw,
sera también solucion de la ecuacion (4). Como antes, podremos ver que g = 0y, por tanto, x z y.

De (5) resulta que la tercera raiz de la ecuacion (4) estad dada por u = a - x - y. Pero, dado que x + y = 2p,
esto significa que
u=-a-2p,

y como +/w ha desaparecido, u es un niimero del cuerpo F,_,. Esto contradice la hipotesis de que k es el me-
nor nimero, tal que algdn F, contiene a una raiz de (4); en consecuencia, la hipotesis es absurda y ninguna
raiz de (4) pertenece a ningn cuerpo F,. El teorema general esta demostrado.

Basandose en este teorema quedaré probada la imposibilidad de una construccion con regla y compas si el
equivalente algebraico del problema resulta ser solucién de una ecuacién clbica desprovista de raices racio-
nales. Esta equivalencia es obvia para el problema de duplicar el cubo, y vamos a establecerla para los otros
dos problemas griegos.

3. Triseccion del angulo

Vamos a demostrar que la triseccion del angulo con la regla y el compas es, en general, imposi-
ble. Por cierto, existen angulos como los de 90° y 180°, para los cuales es posible la triseccion.
Lo que demostraremos es que la triseccién no puede efectuarse por un método valido para
todo angulo. Para ello basta con considerar un angulo que no pueda trisecarse, ya que un mé-
todo general deberia ser valido para cualquier ejemplo. Por consiguiente, la no existencia de un
método general puede probarse si se demuestra que el angulo de 60°, por ejemplo, no puede
ser trisecado solo con el auxilio de la regla y el compas.

Un gréfico sobre la triseccion del angulo.
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Podemos obtener un equivalente algebraico de este problema de diferentes formas; la mas sencilla con-
siste en considerar el angulo por su coseno cos 6 = g. Entonces, el problema es el de encontrar la cantidad
x = cos (6/3). Mediante una sencilla férmula trigonométrica, el coseno de 6/3 se halla ligado con el de 6
por la ecuacion

cos 0 =g =4 cos’ (0/3) -3 cos (6/3).

En otras palabras, el problema de trisecar el angulo 6, con cos 6 = g, equivale a construir una solucién de la
ecuacion clbica

422 -3z-g=0. (6)

Para probar que en general no puede hacerse esto, tomemos 6 = 60°, de donde g = cos 60° =1/2, y la ecua-
cion (6) se convierte en

822 -6z=1. )

En virtud del teorema antes demostrado, basta con probar que esta ecuacion no tiene raiz racional. Haciendo
v = 2z, la ecuacion se transforma en

v -3v=1. ()

Sihubieraun nimero racional v =r/s que verificara esta ecuacion (ry s primos entre si), tendriamos r* - 3s%r =s3;
de donde s* = r(r? - 3s?) seria divisible porr, y r y s tendrian un factor com(n, a menos que r = £1. Asimismo,
s? divide a r* = s(s + 3r), lo que supone que r y s tienen algiin factor comun, salvo que s = +1.

Como hemos supuesto que s y r carecen de factor com(n, vemos que los Gnicos nimeros racionales que
pueden verificar la ecuacion (8) son +1 o -1. Pero sustituyendo +1 y -1 en lugar de v en (8), vemos que nin-
guno de ambos la satisface; luego (8) y, en consecuencia, (7) carecen de raiz racional, y la imposibilidad de
trisecar el angulo queda demostrada.

Este teorema de que un angulo no puede ser trisecado con regla y compas solo es cierto cuando la regla se
usa exclusivamente como instrumento para trazar la recta determinada por dos puntos. En nuestra precision
general de los nimeros construibles, el uso de la regla se ha limitado siempre a esta operacion; si se permiten
otros usos de la regla, la totalidad de las construcciones posibles puede extenderse enormemente. El siguien-
te método para trisecar el angulo, utilizado en las obras de Arquimedes, es un buen ejemplo. Sea x un angulo
arbitrario dado, como en la figura siguiente.

A @)

Triseccién de un angulo (Arquimedes).

Prolonguemos la base del angulo por la izquierda y tracemos un semicirculo con centro en O y radio arbitra-
rio r. Sefialemos dos puntos A y B en el borde de la regla, tales que AB = r. Manteniendo el punto B en la
semicircunferencia, deslicemos la regla haciendo que A caiga sobre la prolongacién del lado inicial del angulo
x, mientras el borde de la regla pasa por la interseccion C del segundo lado del &ngulo x con la semicircunfe-
rencia de centro O. Con la regla en esta posicion tracemos una recta, que forma un angulo y con la prolon-
gacion del lado inicial del angulo x.

Ejercicio para fijar ideas. Demuéstrese que esta construccion nos da y = x/3.
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4. El heptagono regular

Pensaremos ahora el problema de hallar el lado z de un heptagono regular inscrito en la circun-
ferencia unidad. La forma mas sencilla de tratar este problema es utilizar los nimeros complejos;
sabemos que los vértices del heptagono estan dados por las raices de la ecuacion

-1=0, €))

siendo las coordenadas x, y de los vértices las partes real e imaginaria del nimero complejo z = x + yi. Una
solucion de esta ecuacion es z =1, y las otras son las raices de la ecuacion

7
X _1=26+25+z4+z3+zz+z+1=0, (10)

z-1
obtenida de (9) dividiendo por el factor z - 1. Dividiendo (10) por z*, obtenemos la ecuaciéon

zz+l3+zz+iz+z+l+1=0. (11)
z z z

Mediante una sencilla transformacion algebraica, podemos escribir (11) en la forma:

3 2
(z+1) —3(z+l)+(z+l) —2+(z+l)+1=0. (12)
z z z 2
Designando z + 1/z por y, de (12) deducimos:
y+y -2y-1=0. (13)

Sabemos que z, raiz séptima de la unidad, esté dada por
Z=C0S @ +isenq, (14)

donde ¢ = 360°/7 es el angulo central subtendido por el lado del heptagono regular; asimismo sabemos
(ejemplo 2 en “Interpretacion geométrica de nimeros complejos”, Lefiitas geométricas 72 época, N° 7, pp.

14-18) que E=coscp—isen ¢; esdecir, y=z+1/z=2 cos g.
z

Si es posible construir y, podremos también construir cos ¢, y reciprocamente. Luego, si podemos probar que
y no es construible, quedara al mismo tiempo probado que z y, por tanto, el heptdgono no son construibles.
De esta forma, en virtud del teorema antes demostrado, queda solamente por probar que la ecuacién (13)
no tiene raices racionales. Esto también sera probado por reduccion al absurdo.

Supongamos que (13) tiene una raiz racional r/s (r y s primos entre si). Tenemos
P+rs-2rs?-s=0 (15)

donde se ve como antes que r* es divisible pors, y s* por r. Como s y r son primos entre si, cada uno debe ser igual
a =1; por tanto, si y es racional, solo puede tomar los valores +1 y -1. Sustituyendo estos nlimeros en la ecuacion,
vemos que ninguno de ellos la satisface. Luego, y y, por ende, el heptagono regular, no son construibles.

5. Observaciones acerca de la cuadratura del circulo

Hemos logrado tratar estos problemas de duplicar el cubo, trisecar el angulo y
construir el heptagono regular mediante métodos elementales.

N~

7 <
\”\\
N
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El problema de la cuadratura del circulo (figura anterior) es mucho mas dificil y requiere la técnica del ana-
lisis matematico. Como un circulo de radio r tiene area mur?, el problema de construir un cuadrado de area
igual a la de un circulo de radio unidad equivale a la construccion de un segmento de longitud +/zt, lado del
cuadrado pedido.

Este segmento sera construible si, y solo si, el nimero m es construible. En virtud de nuestra caracterizacion
general de los nimeros construibles, podemos demostrar la imposibilidad de cuadrar el circulo probando
que el ndmero 7 no puede estar contenido en ningdn cuerpo F, que pueda deducirse del cuerpo racional F,
mediante sucesivas adjunciones de raices cuadradas. Como todos los elementos de tal cuerpo son nlimeros
algebraicos, es decir, nimeros que satisfacen a ecuaciones algebraicas de coeficientes enteros, nos basta con
probar que el nimero 7 no es algebraico; es decir, que es trascendente, como vimos anteriormente (LeAitas
geométricas 7% época, N° 7, pp. 22-25).

La técnica necesaria para establecer que m es un nmero trascendente fue creada por Charles Hermite (1822-
1905), quien demostré que el nimero e es trascendente. Mediante un ligero perfeccionamiento del método
de Hermite, Ferdinand von Lindemann consigui6 (1882) probar la trascendencia de s, poniendo fin para
siempre a la vieja cuestion de la cuadratura del circulo. La demostracion esta al alcance del estudiante de
analisis superior, pero excede los fines de nuestro propésito.

11z, Dia,lojaw@o con los estudiantes sobve

la probabilidad ¥ la programacion lUneal
éam’lao)/ cémo eMpearon... la/fjrmder %ea;detpmam%o)/ sus construcciones?

. (4 Ll
Multivaluacion, lojmtmor natuvales
Aunque la geometria del algebra compleja es basicamente correcta, hay
ciertas dificultades técnicas en hacerla (y dentro de poco veremos c6mo
tratarlas). En primer lugar, b* es multivaluada. Es decir, existen, en gene-
ral, muchas respuestas diferentes para el significado de “b*”. Hay también

una multivaluacion adicional para log, w. Hemos visto ya la multivalua-
cion de b* con valores fraccionarios de z.

Por ejemplo, si z = 1/2, entonces “b*” deberia significar “cierta cantidad t cuyo cuadrado es b”, puesto que
1 1 11

exigimos que t’ =txt =b? xb? = b?"2 =b" =b. Siun nimero t satisface esta propiedad, entonces -t también
lo hard (puesto que (-t) x (-t) = t* = b) Suponiendo que b z 0, tenemos dos respuestas distintas para b2
(normalmente escritas como :\/B).

Con mas generalidad, tenemos n respuestas complejas distintas para b" cuando n es un entero positivo:
1,2,3,4,5, ... De hecho, tenemos un nimero finito de respuestas cuando quiera que n sea un ndmero
racional (no nulo). Si n es irracional, entonces tenemos un nimero infinito de respuestas, como veremos
enseguida.

Tratemos de ver cdmo podemos enfrentar estas ambigtiedades. Empezaremos haciendo una eleccién concre-

“_n

tade b, a saber, el nimero fundamental “e”, conocido como la base de los logaritmos naturales. Esto reducira
nuestro problema de ambigtliedad. Tenemos, como definicion de e:

e=1+l+l+31+—+...=2,7182818285...,
donde los signos de admiraciéon denotan factoriales, es decir,

N=1x2x3x4x...xn,

de modo que 1! =1, 21 =2, 3! = 6, etc. La funcién definida por f(2) = e* se conoce como funcién exponencial.
A veces se escribe “exp”; puede considerarse como “e elevado a la potencia z”y esta potencia se define me-
diante la siguiente modificacion sencilla de la serie anterior para e:
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Esta importante serie de potencias converge realmente para todos los valores de z (de modo que tiene un cir-
culo de convergencia infinito, como vimos en “El plano complejo de Gaspar Wessel”, en Leriitas geométricas
72 época, N° 10. La suma infinita hace una eleccién particular para la ambigiiedad en “b” cuando b = e. Por
ejemplo, si z = 1/2, entonces la serie nos da la cantidad concreta positiva +ve y no —/e.

El hecho de que z = 1/2 dé realmente una cantidad e cuyo cuadrado es e se sigue del hecho de que e?,
definida por esta serie, siempre tiene la propiedad requerida “de suma a multiplicaciéon”
ea+b - eaeb,

1\2 11 11
1111

de modo que [e? | =e’e? =e? 2 =¢' =e.

Tratemos de utilizar esta definicion de e para darnos un logaritmo inambiguo, definido como la inversa de
la funcién exponencial:
z=logw si w=e’

Esto se conoce como el logaritmo natural (y escribiremos la funcion simplemente como “log”, sin un simbo-
lo para la base; aunque generalmente se designa con el simbolo “In”). De la anterior propiedad “de suma a
multiplicacion”, esperamos una regla “de multiplicacién a suma”:

log ab =log a + log b.

No es inmediatamente obvio que tal inverso de e exista necesariamente. Sin embargo, resulta en efecto que
para cualquier nimero complejo w, distinto de 0, siempre existe z tal que w = e?, de modo que podemos
definir log w = z. Pero aqui hay una trampa: hay més de una respuesta.

i Como expresamos estas respuestas? Si [r, 0] es la representacion polar de w, entonces podemos escribir su
logaritmo z en la forma cartesiana habitual (z = x + iy) como
z=logr+i0,

donde log r es el logaritmo natural ordinario de un niimero real positivo —la inversa de la exponencial real-.
Resulta intuitivamente claro (ver la figura siguiente) que semejante funcion logaritmica real existe. En la
figura tenemos la grafica de r = e~.

a) b)

Para obtener el logaritmo de un nimero real positivo r, consideremos la grafica (a) de r = e*. Se alcanzan todos los valores positivos
de r, de modo que, invirtiendo la figura, obtenemos la grafica (b) de la funcién inversa x = log r para r positivo.

Simplemente intercambiamos los ejes, para obtener la grafica de la funcién inversa x = log r, como en la
figura b). No es tan sorprendente que la parte real de z = log w sea simplemente un logaritmo real ordinario.

Lo que es algo mas notable es que la parte imaginaria de z es simplemente el angulo 0, que es el argumento
del nimero complejo w. De lo que hemos establecido hasta aqui, no podemos inferir que “i6” en la formula
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z=logr+i6 no deberia ser un mltiplo real de if. Esto requiere calculo infinitesimal. Este hecho hace explici-
to el comentario acerca de que el argumento de un nimero complejo es realmente una forma de logaritmo.

Recordemos que existe una ambigliedad en la definicion del argumento de un nmero complejo. Podemos
anadir a 6 cualquier maltiplo entero de 27, y en esto también servira, como lo muestra la figura ya analizada.

A

0+ 2x

En consecuencia, hay muchas soluciones z diferentes para una eleccién dada de w en la relacion w = e2. Si
tomamos uno de estos z, entonces z + 2mtin es otra posible solucion, donde n es cualquier entero.

Asi pues, el logaritmo de w es ambiguo en cuanto que esta definido salvo la suma de cualquier miltiplo en-
tero de 2mi. Debemos tener esto en cuenta con expresiones tales como log ab = log a + log b, asegurandonos
de que se hacen las correspondientes y adecuadas elecciones de logaritmo.

En esta etapa, esta caracteristica de los logaritmos complejos parece ser solo una incomodidad. Sin embargo,
veremos poco mas adelante que es absolutamente capital para algunas de las mas poderosas, Gtiles y magi-
cas propiedades de los nimeros complejos. El andlisis complejo depende de ello de forma crucial. Por el mo-
mento, tratemos solo de apreciar la naturaleza de la ambigtliedad. Otra forma de entender esta ambigtiedad
en log w consiste en advertir la sorprendente formula

eZT[i — 1

de donde e?™ = e? = w, etc., lo que demuestra que z + 2mti es un logaritmo de w tan bueno como lo es z (y
entonces podemos repetir esto tantas veces como queramos). La formula anterior esta muy relacionada con
la famosa formula de Leonhard Euler

e"+1=0
(que relaciona los cinco nimeros fundamentales 0, 1, i, 7ty e en una expresion casi mistica).

Podemos entender mejor estas propiedades si tomamos la exponencial de la expresion z = log r + i para
obtener

W=¢?= elogr+i9 — elogreie - reie
Esto demuestra que la forma polar de cualquier nimero complejo w, que habiamos estado denotando hasta
ahora por [1, 8], puede escribirse de forma mas reveladora como
w = re®.

De esta forma, es evidente que, si multiplicamos dos nimeros complejos, tomamos el producto de sus moé-
dulos y la suma de sus argumentos (re'’se® = rse'®®, de modo que r y s se multiplican, mientras que 6y ¢ se
suman, teniendo en cuenta que restar 2zt de 6 + ¢ no supone ninguna diferencia), como estéa implicito en la
“ley del triangulo semejante” de la figura que sigue.
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En lo sucesivo abandonaremos la notacion [r, 6] para usar la expresion aplicada mas arriba. Notese que sir =
1y 6 ==, obtenemos -1 y recuperamos la famosa formula de Euler anterior e™ + 1 = 0, utilizando la geome-
tria de la figura de analisis ya conocida:

A

>
Sir=1y 0 =2m, obtenemos +1 y recuperamos e*™ = 1
«\\s
\%‘?2 \
) B
= Ejercicio para fijar ideas. Demostrar a partir de esto que z + mi es un logaritmo de -w.

4y

»
e

El circulo con r = 1 se denomina el circulo unidad en el plano complejo, como vemos en la figura de abajo.
Este esta dado por w = e para 6 real.

Circulo
unidad
- ’
N
( e
0
-1 1

El circulo unidad, que consiste en nimeros complejos de médulo unidad.
La féormula de Cotes-Euler los da como €' = cos 8 + i sen 6 para 6 real.
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Comparando esta expresion con las anteriores x = r cos 6 e y = r sen 6 dadas arriba para las partes real e ima-
ginaria de lo que ahora es la cantidad w = x + iy, obtenemos la prolifica “férmula de Cotes-Euler”

e%=cos 0 +isen0,

que basicamente engloba los elementos esenciales de la trigonometria en las propiedades mucho mas sim-
ples de las funciones exponenciales complejas. [Roger Cotes (1714) tenia la formula equivalente log (cos 6 +
isen B) =ie. Lae" = cos e + i sen e de Euler parece haber aparecido por primera vez treinta afios mas tarde].

Veamos ahora como funciona esto en casos elementales. En particular, la relacion basica e?*” = e%®, cuando se
desarrolla en términos de partes real e imaginaria, da inmediatamente las expresiones de apariencia mucho
mas complicada:

cos (a + b) = cos a cos b —sen asen b,

sen (a + b) =sen a cos b + cos a sen b.

Analogamente, el desarrollo de e*® = (e")?, por ejemplo, da rapidamente
cos 30 = cos* 0 - 3 cos 0 sen? 6,
sen 30 =3 sen 0 cos? 6 — sen’ 6.

Aqui estamos utilizando la notacién conveniente (aunque no muy légica) cos® 6 para (cos 0)?, etc. Deberia
advertirse la inconsistencia de notacién con la (mas légica) cos™ 6, que también se denota habitualmente
como arc cos 6. La formula

sen nB +icos nb = (sen O + i cos B)"

se suele conocer como teorema de De Moivre. Parece que también Abraham de Moivre, un contemporaneo
de Roger Cotes (como lo vimos recientemente), ha sido codescubridor de e = cos 0 + i sen 6.

Biografia
Roger Cotes

Roger Cotes naci6 el 10 de julio de 1682 en Burbage, Inglaterra, y falleci6 el 5 de junio
de 1716 en Cambridge, Inglaterra. Fue un matematico conocido por editar la segunda
edicion de los Principia de Isaac Newton. Ademas, realizé avances en la teoria de logarit-
mos, el calculo integral y los métodos numéricos, en particular la interpolacion. Asistio a
la escuela de Leicester y cuando tenia doce afos sus profesores ya habian detectado su excepcional talento
matematico. Su tio, el reverendo John Smith, estaba deseoso de brindarle todas las oportunidades posibles
para desarrollar este talento, por lo que Roger se fue a vivir con él para recibir tutoria personal. Posteriormen-
te, asistio a la famosa Escuela de San Pablo de Londres, pero su tio continué asesorandolo e intercambiaron
cartas sobre temas matematicos durante el tiempo que Roger pas6 en la escuela londinense.

El 6 de abril de 1699, Cotes se matriculé en el Trinity College de Cambridge como pensionista, lo que significa
que no tenia beca y pagaba sus estudios. Se gradué con una licenciatura en 1702 y permaneci6é en Cambrid-
ge, donde fue elegido miembro en 1705. En enero de 1706 fue nominado como profesor de Astronomia y
Filosofia experimental. Este fue un logro notable, ya que en ese momento tenia 23 afios. Disefi6 un telesco-
pio de transito para ampliar la coleccién de instrumentos adquiridos o donados.

Respecto de sus habilidades matematicas, se encuentra en segundo puesto después de Newton entre los de
su generacion en Inglaterra. Antes de continuar con sus contribuciones matematicas, desde 1709 hasta 1713,
Cotes dedic6 gran parte de su tiempo a editar la segunda edicién de los Principia de Newton. No se limit6
a corregir el trabajo, sino que lo estudié concienzudamente, discutiendo puntos con Newton de manera
suave pero persistente. Por ejemplo, se considera una discusion que tuvo lugar en 1711 entre ellos, sobre la
velocidad del agua que fluye de un agujero en un recipiente cilindrico. Durante la discusion se dieron varias
aproximaciones a la raiz cuarta de 2, que es aproximadamente 1,189207115.

Al principio de la correspondencia entre ambos, el tono es muy amistoso. Sin embargo, hacia el final, se
observan indicios de un enfriamiento mutuo. En particular, aunque Newton agradecié a Cotes en el primer
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borrador de un prefacio que escribié para esta edicion, quitd luego estos agradecimientos para la publica-
cion final. El propio Cotes escribi6 un interesante prefacio en el que explicaba cdmo se habia desarrollado el
estudio de la filosofia natural. Primero, explic, surgi6 el método de Aristoteles, que consistia en nombrar
propiedades ocultas. Luego, segin él, surgieron las ideas de que toda la materia es homogénea. Considerd
estos métodos como mejoras, aunque alin conservaban algunas de las debilidades del enfoque aristotélico.

Si bien no menciona especificamente a René Descartes ni a Gottfried Leibniz, es claramente un ataque a sus
ideas. Finalmente, dice Cotes, surge el método basado en realizar en primer lugar experimentos sin ideas
preconcebidas y, luego, deducir cdmo funciona el mundo a partir de los resultados. Estos fueron los métodos
de Newton que llevaron a establecer cdmo operan las fuerzas basicas de la naturaleza.

Cotes solo publico un articulo en vida, “Logometria”, publicado en las Philosophical Transactions of the Royal
Society de marzo de 1714, dedicadas a Edmund Halley. Contiene, en las mismas palabras que utiliz6 en una carta
a Newton: “[...] un nuevo tipo de construccién en geometria que me parece muy facil, simple y general”.

Alli, Cotes dio un método para encontrar aproximaciones racionales como convergentes de fracciones conti-
nuas a la cuarta raiz de 2 que mencionamos anteriormente. Estaba particularmente satisfecho con su recti-
ficacién de la curva logaritmica, como lo dejé claro en una correspondencia con su amigo William Jones en
1712. En particular, su trabajo sobre logaritmos lo llevd a estudiar la curva.

Uno de los motivos que llevaron a De Moivre a interesarse en la factorizacion de x*" + ax” + 1 en factores
cuadraticos fue el deseo de completar algunos de los trabajos de Roger Cotes sobre integracion de fracciones
racionales por descomposicion en fracciones parciales.

La vida de Cotes es otro ejemplo tragico de una carrera cientifica muy prometedora interrumpida repenti-
namente por una muerte prematura; como Newton comenté en cierta ocasion: “Si viviera Cotes podriamos
haber sabido algo”.

De joven, como dijimos, primero como estudiante y luego como profesor en Cambridge, empleé gran parte
de su tiempo entre 1709 y 1713 en preparar la segunda edicién de los Principia de Newton, y tres afios mas
tarde moria, dejando tras él algunos trabajos importantes pero incompletos. La mayor parte de estas obras se
reunieron y se publicaron péstumamente en 1722 con el titulo de Harmonia mensurarum, el cual se deriva
del siguiente teorema:

Si por un punto fijo O se traza una recta variable que corta a una curva algebraica en los
puntos Q, Q,, ..., Q_y si se toma sobre dicha recta un punto P tal que el inverso de OP
sea la media aritmética de los inversos de 0Q,, 0Q,, ..., 0Q_, entonces el lugar geomé-
trico de P es una linea recta.

Sin embargo, la mayor parte del libro esta dedicada a la integracion de fracciones racionales, incluyendo la
descomposicion en factores cuadraticos de x” - 1, trabajo que completaria mas tarde De Moivre.

La Harmonia mensurarum figura entre las primeras obras en las que se reconoce el caracter periédico de las
funciones trigonométricas, apareciendo quiza por primera vez en forma impresa los ciclos de las funciones
tangente y secante; se trata, pues, de uno de los primeros libros que incluyen un tratamiento sistematico del
calculo aplicado a las funciones circulares y logaritmicas, junto con una tabla de integrales de estas funciones.

En este contexto, Cotes formula lo que se conoce en los textos de trigonometria como propiedad de Cotes
del circulo, resultado relacionado estrechamente con el teorema de De Moivre, y que nos permite escribir
descomposiciones del tipo:

2n-1
X" +1= (x2 —2xcos£+1)(x2 —2xc053—n+1)... x’ —2xcosu+1 )
2n 2n 2n

Este resultado se comprueba facilmente considerando sobre la circunferencia unidad las raices de indice 2n
de -1, y multiplicando después las parejas de raices complejas conjugadas. Aparentemente, Cotes fue de los
primeros matematicos que anticiparon la relacién log (cos 8 + i sen 6) = i6, que ya habia dado bajo una forma
equivalente en un articulo en las Philosophical Transactions en 1714, el cual se reimprimié en la Harmonia
mensurarum; este teorema suele verse atribuido a Euler, que fue el primero en darlo en forma exponencial
moderna. jjHay realmente magia en la forma directa en que tales formulas algo enredadas surgen de
sencillas expresiones con niimeros complejos...!!
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LOS LOGARITMOS DE LOS NUMEROS NEGATIVOS

Jean y Jacques Bernoulli redescubrieron los desarrollos de sen n6 y de cos nf en términos de sen 6
y cos 6, que ya conocia Francois Viéte, y los generalizaron alegremente para valores racionales de
n. Jean era consciente también de las relaciones que habia entre las funciones trigonométricas
inversas y los logaritmos de nimeros imaginarios, descubriendo en 1702 la relacién siguiente, al

estudiar ciertas ecuaciones diferenciales:
1 1+iz
arctg z=~log,[——.
I 1-iz

También sostuvo correspondencia con otros matematicos sobre logaritmos de los nlimeros negativos, acerca
de los cuales crefa equivocadamente que log (-n) = log n. Intenté desarrollar la trigonometria y la teoria de
logaritmos desde un punto de vista analitico y experimenté con varios tipos de notaciones para representar
una funcién de x, de las que la mas parecida a la moderna era ¢x. Su idea, mas bien vaga, de lo que era
una funcién venia expresada como “una cantidad compuesta de cualquier manera a partir de una variable y
constantes arbitrarias”.

Entre las numerosas controversias en las que se vio involucrado, hubo una con los matematicos ingleses acer-
ca de si la conocida serie de Brook Taylor (1685-1731), publicada en su Methodus incrementorum de 1715,
era o no un plagio de la serie de Bernoulli

Xdy xd’y
2dx  3ldx?

pero ni Bernoulli ni Taylor sabian que a los dos se les habia anticipado James Gregory en el descubrimiento
de la“serie de Taylor”.

ydx = yx -

Potencias wmflejaxs

= Volvamos ahora a la cuestion de definir w? (o b?% como hemos escrito previamente).
/'-;) Podemos conseguir esto escribiendo
N

W2 = e? log w

_. (puesto que esperamos que e?'°8" = (e'°6™)? y e'¢” = w. Pero notemos que, debido a la
e ambigtiedad en log w, podemos afadir a log z cualquier miltiplo entero de 2mi para

obtener otra respuesta admisible. Esto significa que podemos multiplicar o dividir
cualquier eleccion particular de w” por e**™ cualquier nimero de veces y seguimos teniendo
un “w?” admisible.

Resulta divertido ver la configuracién de puntos en el plano complejo que da esto en el caso general y se
ilustra en la figura siguiente.

Los diferentes valores de w*= (&7 ¢*). Puede sumarse cualquier maltiplo entero de 2mi a log 2, que multiplica o divide
w? por €™ un nlimero entero de veces. En el caso general, se representan en el plano complejo como las intersecciones
de dos espirales equiangulas (cada una de las cuales forma un angulo constante con lineas rectas que pasan por el origen).
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Los puntos estan en las intersecciones de dos espirales equiangulas. (Una espiral equidngula o logaritmica-
es una curva en el plano que forma un angulo constante con las lineas rectas que irradian de un punto en el
plano.)

Ejercicio para fijar ideas. Demuéstrelo. ; Cudntas maneras? Encuentre también todos los casos
especiales.

espiral logaritmica

(@)
.
5

Una espiral logaritmica, también conocida como espiral equiangula, o espiral de crecimiento, es una curva que
se parece a una espiral semejante a la forma de una caracola. Se caracteriza por crecer manteniendo un angulo constante
con su tangente en cualquier punto, lo que significa que, al girar a lo largo de la espiral, la distancia
a su centro siempre aumenta en una proporcion constante.

Esta ambigliedad nos lleva a todo tipo de problemas si no tenemos cuidado.

Ejercicio para fijar ideas. Resolver esta “paradoja”: e = e***™, de modo que

S\ 1+2mi : 2 2
1+2mi 1+4ni-47 1-4m
e= (e ) =e =e .

La mejor forma de evitar tales problemas parece consistir en adoptar la regla de que la notacion w? se utilice
solo cuando se ha especificado una eleccién particular de log w. (En el caso especial de e el convenio técito
es hacer siempre la eleccion particular log e = 1. Entonces, la notacion estandar e? es consistente con nuestra
mas general w2.) Una vez que se ha hecho esta eleccion de log w, entonces w? esta definida inequivocamente
para todos los valores de z.

Puede comentarse en este punto que también necesitamos una especificacion de log b si queremos definir
el “logaritmo en base b” mencionado antes en esta seccion (la funcién denotada por “log b”), porque nece-
sitamos un w = b” inequivoco para definir z = log, w. Aun asi, log, w sera por supuesto multivaluada (como
lo era log w), donde podemos sumar a log, w cualquier miltiplo entero de 2mi/log b.

Una curiosidad que ha intrigado enormemente a algunos matematicos en el pasado es la cantidad i'. Podria
parecer que “no puede haber nada mas imaginario que esto”. Sin embargo, encontramos la respuesta real
1

i —e 2" e 20 207879576....
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especificando logi= Em. Hay también muchas otras respuestas, dadas por las otras especificaciones de log i.

Estas se obtienen multiplicando la cantidad anterior por e*™, donde n es un entero (o, de forma equivalente,
elevando la cantidad anterior a cualquier potencia de la forma 4n + 1, donde n es un entero positivo o nega-
tivo). Es sorprendente que todos los valores de i' son, de hecho, nimeros reales.

Veamos cémo funciona la notacion w” para z = 1/2. Esperamos ser capaces de representar las dos cantidades
+Jw como "w'?" en algln sentido. De hecho, para obtener estas dos cantidades, basta con especificar
primero un valor para log w y especificar luego otro, donde sumamos 2 al primero para obtener el segundo.
Esto da lugar a un cambio de signo en w2 (debido a la formula de Euler e™ = -1).

De modo anélogo, podemos generar todas las n soluciones z” = w cuando n es 3, 4, 5, ... como la cantidad
w*" cuando se especifican sucesivamente diferentes valores de log w. Con mas generalidad, podemos volver
a la cuestion de las raices z-ésimas de un nimero complejo w no nulo que ya mencionamos anteriormente.
Podemos expresar esta raiz z-ésima como la expresion w'? y generalmente obtenemos un nlimero infinito
de valores alternativos para esto, dependiendo de qué eleccion de log w se especifique.

Con la eleccion especifica correcta para Iog(wm), a saber, la dada por (log w)/z obtenemos realmente
z . .
(wl’z) =w. Notamos, con mas generalidad, que

(Wl/z )Z _ Wab,
donde una vez que hemos hecho una especificacion de log w (para el segundo miembro), debemos especi-
ficar (para el primer miembro) que log (w?) sea a log w.

Cuando z = n es un entero positivo, entonces las cosas son mucho mas simples y obtenemos precisamente
n raices. En este caso se da una situacion de interés particular cuando w = 1. Entonces, especificando sucesi-
vamente posibles valores de log 1, a saber, 0, 27, 4mi, 6mi, ... obtenemos 1 = e°, e*™", e*™/" %/", _ para los
posibles valores de 1.

Podemos escribirlos como 1, €, €, € ... donde € = e™". En términos del plano complejo, obtenemos
n puntos igualmente espaciados alrededor del circulo unidad, llamados raices n-ésimas de la unidad. Estos
puntos constituyen los vértices de un n-agono regular (ver la figura siguiente):

€
¢
1
. 4
&3
et
Las raices n-ésimas de la unidad e*™/" (r =1, 2, ..., n), igualmente espaciadas alrededor del circulo unidad,

proporcionan los vértices de un n-agono regular. Aquin = 5.

(Notese que las elecciones —2mi, —4mi, —6mi, etc., para log 1 darian meramente las mismas raices n-ésimas,
en orden inverso.)

Resulta interesante observar que, para un n dado, las raices n-ésimas de la unidad constituyen lo que se de-
nomina un grupo multiplicativo finito, mas concretamente, el grupo ciclico Z , o de congruencias, conocido
en Lenitas geométricas anteriores.
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GRUPO ORDENADO CiCLICAMENTE

En matematicas, un grupo ordenado ciclicamente es un conjunto con estructura
de grupo y orden ciclico, de modo que la multiplicacién por la izquierda y por la
derecha conserva el orden ciclico.

Los grupos ordenados ciclicamente fueron estudiados en profundidad por primera vez por Ladislav Rieger
en 1947. Son una generalizacion de los grupos ciclicos: el grupo ciclico Z 'y el grupo ciclico Z . Dado que un
orden total induce un orden ciclico, los grupos ordenados ciclicamente también son una generalizacion de
los grupos ordenados linealmente, como los nlimeros racionales Q, 0 con los nlimeros reales R.

Algunos de los grupos ordenados ciclicamente mas importantes no entran en ninguna de las categorias an-
teriores: el grupo circular T y sus subgrupos, como el subgrupo de puntos racionales.

Ladislav Svante Rieger (25 de abril de 1916, Malmo-14 de febrero de 1963, Praga) fue un matematico checo
especializado en l6gica matematica y en teoria de conjuntos axiomatica. Se lo considera el fundador de estas
ramas de las matematicas en Checoslovaquia.

Tenemos n cantidades con la propiedad de que podemos multiplicar dos cualesquiera de ellas y obtener otra.
También podemos dividir una por otra para obtener una tercera. Como ejemplo, consideremos el caso n = 3.
Ahora obtenemos tres elementos 1, ® y w?, donde w = ¢ (de modo que @’ =1y o™ = w?). Tenemos las
siguientes tablas simples de multiplicacion y division para estos nimeros:

x 1 w ? + 1 w w?

1 1 w w? 1 1 w? Q)

0 ) ? 1 Q) w 1 w?
w? w? 1 w w? ? 0 1

En el plano complejo, estos nlimeros concretos estan representados como los vértices de un triangulo equila-
S i 2 . . . . .
tero. La multiplicacién por w rota el tridngulo 3" (es decir, 120°) en sentido contrario a las agujas del reloj,
y la multiplicacién por o’ lo rota =z en el sentido de las agujas; para la division, la rotacion es en sentido
3
opuesto (ver la figura siguiente).
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Triangulo equilatero de raices ciibicas 1, w y ? de la unidad. La multiplicacién por w rota 120° en sentido contrario a las agujas
del reloj y la multiplicacion por w?, en el sentido de las agujas del reloj.

Calculo uy‘bwtesbmal con nimervos veales

¢QUE HACE RESPETABLE A UNA FUNCION? ¢§

El calculo infinitesimal —o, segin su nombre mas sofisticado, andlisis matematico- esta cons- < ﬂ
truido a partir de dos ingredientes basicos: diferenciacion e integracioén. La diferenciacion
esta relacionada con velocidades y aceleraciones, con pendientes y curvaturas de curvas y su-
perficies, y cosas similares. Estas son tasas de cambio de las cosas y son cantidades definidas
localmente, en términos de estructura o comportamiento en los entornos mas mindsculos
de puntos simples.

La integracion, por el contrario, esta relacionada con areas y volimenes, con centros de

gravedad y con muchas otras cosas de esa misma naturaleza general. Estas son cosas que implican de una u
otra forma medidas de totalidad, y no estan definidas meramente por lo que pasa en los entornos locales o
infinitesimales de puntos individuales. El hecho notable, conocido como teorema fundamental del célculo
infinitesimal, es que cada uno de estos ingredientes es, en esencia, justo el inverso del otro. Basicamente, es
esto lo que posibilita que estos dos importantes dominios de estudio matemético se combinen y proporcio-
nen un poderoso cuerpo de conocimiento y de técnica de calculo.

Esta disciplina del anéalisis matematico, tal como se origind en el siglo xvii en la obra de Fermat, Newton y
Leibniz, con ideas que se remontan hasta Arquimedes en el siglo 111 a. C., se denomina cdlculo infinitesimal
porque proporciona un cuerpo de técnica de calculo mediante el que algunos problemas, que de otro modo
serian conceptualmente dificiles de manejar, pueden ser resueltos con frecuencia “de forma automatica”,
siguiendo unas pocas reglas relativamente sencillas que a menudo pueden aplicarse sin necesidad de hacer
un gran esfuerzo mental.

Pese a todo, en este calculo hay un contraste sorprendente entre las operaciones de diferenciacion e integra-
cion atendiendo a lo que es lo “facil”y lo que es lo “dificil”. Cuando se trata de aplicar las operaciones a for-
mulas explicitas que implican funciones conocidas, la diferenciacion es la “facil” y la integracion, la “dificil”;
y en muchos casos la (ltima puede ser imposible de llevar a cabo de una manera explicita.

Por el contrario, cuando las funciones no estan dadas en términos de formulas, sino bajo el formato de listas
tabuladas de datos numéricos, entonces la integracion es la “facil”y la diferenciacion es la “dificil” y la que,
estrictamente hablando, quiza no sea posible en la forma usual. Las técnicas numéricas estan relacionadas
generalmente con aproximaciones, pero también en la teoria exacta hay una analogia muy estrecha con
este aspecto de las cosas, y de nuevo es la integracion la que puede realizarse en circunstancias en las que la
diferenciacion no puede hacerse.
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Tratemos de entender algo de esto. Estas cuestiones tienen que ver, de hecho, con lo que realmente se en-
tiende por una “funcién”. Para Euler y los demas matematicos de los siglos xvii y xviil, una funcién signifi-
caria algo que se podria escribir explicitamente como x? o sen x o log (3 - x + €), o quiza algo definido por
cierta formula que incluye una integracion o tal vez por una serie de potencias dada explicitamente.

En la actualidad, se prefiere pensar en términos de aplicaciones, mediante las que cierta coleccion A de
nimeros (o entes mas generales) llamada dominio de la funcién se “aplica” en cierta colecciéon B, llamada
imagen de la funcién (ver la figura siguiente).

Una funcién como “aplicacién”, en donde su dominio (una coleccion A de nimeros o de otras entidades) se “aplica” en su imagen
(otra coleccion B). A cada elemento de A se le asigna un valor particular en B, aunque diferentes elementos de A pueden alcanzar
el mismo valor y algunos valores de B pueden no ser alcanzados.

El punto esencial de esto es que la funcién asignara un miembro de la imagen B a cada miembro del dominio
A. Podemos pensar que la funcién “examina” un nmero que pertenece a A 'y, entonces, dependiendo solo
de qué nimero encuentre, produce un nimero definido perteneciente a B. Una funcion de este tipo puede
ser simplemente una “tabla de basqueda”. No es necesario que haya una “férmula” de apariencia razonable
que exprese la accion de la funcion de una manera manifiestamente explicita.

Consideremos algunos ejemplos. En las figuras siguientes

Y Y Y

y=KX y=6(x)

a) b) 9

Graficas de (a) |x|, (b) x?, y (c) 8(x); en cada caso el dominio y las imagenes son el sistema de los nimeros reales.

hemos representado los graficos de tres funciones sencillas, a saber, las dadas por x?, x| y 6(x). En cada
caso, los espacios dominio e imagen son ambos la totalidad de los nlimeros reales, que suelen representarse
mediante el simbolo R. La funcién denotada por “x*“ da simplemente el cuadrado del nimero real que esta
examinando. La funcion denotada por “|x|” (Ilamada valor absoluto) da simplemente x si x es no negativo,
pero da —x si x es negativo; asi pues, el propio valor |x| no es nunca negativo. La funcién 8(x) es 0 si x es
negativo y 1 si x es positivo; también es habitual definir 6(0) = 1/2.

Esta funcion se denomina funcién escalén de Heaviside, en honor a Oliver Heaviside (18 de mayo de 1850,
Londres-3 de febrero de 1925, Torquay, Reino Unido), un fisico, ingeniero eléctrico y matematico. Introdujo
los nimeros complejos en el analisis de circuitos, invent6 una nueva técnica para resolver ecuaciones dife-
renciales (equivalente a la transformada de Laplace), amplié de manera independiente el célculo vectorial
y reescribi6 las ecuaciones de Maxwell en el formato tal como es usado en la actualidad. Molde6 de forma
relevante el modo en que las ecuaciones de Maxwell eran entendidas y aplicadas, en las décadas posteriores
a la muerte de este. Su formulacién de las ecuaciones telegraficas fue comercialmente relevante durante su
vida, a pesar de que pasaron desapercibidas por un largo tiempo, debido a que pocos estaban familiarizados
por entonces con su novedosa metodologia.
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A pesar de que sus relaciones con el establishment cientifico fueron complicadas durante la mayor parte de
su vida, Heaviside remodel6 el campo de las telecomunicaciones, la matematica y la ciencia. Otra importante
contribucién matematica suya se debid a que haya postulado por primera vez la “capa de Heaviside” en la
atmosfera terrestre, tan importante para las transmisiones por radio.

Cada una de estas es una funcion perfectamente buena en el sentido moderno del término, pero quizas Euler
habria tenido dificultad en aceptar que |x| o0 6(x) fueran realmente una funcién en su sentido del término.

¢Por qué podria ser asi? Una posibilidad es pensar que la dificultad con |x| y 6(x) es que hay demasiadas
cosas del tipo:

si x es tal y cual, entonces tomemos esto y aquello, mientras que sixes ...,

y no hay una “férmula bonita” para la funcién. Sin embargo, esto es un poco vago y en cualquier caso podria-
mos preguntarnos qué hay realmente erréneo en que |x| cuente como una “féormula”. Ademas, una vez que
hemos aceptado |x|, podriamos escribir una férmula para 6(x)

x|+ x

o(x) =L

2x

aunque podriamos preguntarnos si hay un sentido aceptable en el que esto da el valor correcto para 6(0),
puesto que la formula da simplemente 0/0. Una objecién mas pertinente es decir que la dificultad con |x|
consiste en que no es “suave”, y no en que su expresion explicita no sea “bonita”. Vemos esto en el “angulo”
en el centro de la figura siguiente que la representa:

y =

a)

La presencia de este angulo es lo que impide que |x| tenga una pendiente bien definida en x = 0. Tratemos
ahora de entender esta idea.

iDe donde veniamos en el 17007

PROBABILIDADES Y SERIES

Los descubrimientos matematicos de los Bernoulli, igual que pasa con los de
Leibniz, se encuentran publicados principalmente en articulos de revistas, es-
pecialmente en Acta Eruditorum, pero Jacques Bernoulli escribié también un
tratado, ya clasico, titulado El arte de la conjetura y publicado en 1713. Se trata
del primer volumen importante publicado sobre la teoria de probabilidades, ya
que el De ludo aleae de Christiaan Huygens solo era una breve introduccién. De
hecho, el tratado de Huygens esta reproducido en la primera de las cuatro partes
de El arte de la conjetura, junto con el comentario correspondiente de Bernoulli.

La segunda parte incluye una teoria general de permutaciones y combinacio-
nes que viene facilitada por el teorema binomial y multinomial. Aqui precisamente nos encontramos con
la primera demostracion correcta del teorema binomial para exponentes enteros positivos; la demostracion
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esta hecha por inducciéon matematica, método de razonamiento que habia redescubierto Bernoulli leyendo
la Arithmetica infinitorum de John Wallis, que habia publicado en 1686.

Bernoulli atribuye a Blaise Pascal el teorema binomial para exponentes arbitrarios, pero tal derecho parece
gratuito ya que todos los indicios apuntan a Newton como el primero que enuncié el teorema en su forma
general para exponentes racionales cualesquiera, aunque sin demostrarlo, lo que haria Euler mas tarde.

> 1Y . L
En conexion con el desarrollo de (1+— , Jacques Bernoulli propuso el problema del interés compuesto
n

n—ow

. . L 1Y
continuo, es decir, el de hallar el limite ||m(1+—) . Dado que
n

(1+1) <1+1+i+...+ ! <1+1+1+i2+i1<3
n 1 1-2 1-2...n 2 2 2"

estaba claro para él que el [imite tenia que existir.

La segunda parte de El arte de la conjetura contiene también el tratamiento de los llamados ndmeros de
Bernoulli, que aparecen como coeficientes de una formula de recursion para las sumas de potencias de ente-
ros, y que posteriormente han encontrado muchas aplicaciones en otros campos. La formula en cuestion la
escribe Bernoulli de la forma siguiente:

J n =LnC+1 +1n‘ +San +w8n"3 +C(C_1)(C_2)(C_3)(C_4) cns ...

c+1 2 2 2:3-4 2:3:4-5-6

donde [n€significa la suma de las potencias c-ésimas de los n primeros enteros positivos, y las letras A, B,
C, ... (0 nimeros de Bernoulli) son los coeficientes de los términos en n (Gltimo término) en las expresiones
correspondientes afn? [nt, [ne ..

Estos nimeros también pueden ser definidos como n! veces los coeficientes de los términos de exponente

par en el desarrollo de Maclaurin de la funcién . Los nimeros de Bernoulli son Gtiles para escribir los

e’ -1
desarrollos en serie de las funciones trigonomeétricas e hiperbélicas. Los tres primeros de estos nimeros son,
£ 1 1
como se puede comprobar facilmente, A= o B = 30 y C= o

Las partes tercera y cuarta de £ arte de la conjetura estan dedicadas principalmente a problemas que ilustran
la teoria de probabilidades. En particular, la cuarta y Gltima parte contiene el famoso teorema que lleva ahora
el nombre del autor, sobre el cual habian mantenido correspondencia Bernoulli y Leibniz, es decir, la llamada
ley de los grandes ndmeros.

Este teorema afirma que si p es la probabilidad de un cierto suceso, si m es el nimero de veces que se ha
presentado dicho suceso al hacer n experimentos, si € > 0 es un nimero positivo arbitrariamente pequefo, y

<g, entonces limP=1.

n—so

si P es la probabilidad de que se verifique la desigualdad ‘%—p
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Como apéndice de El arte de la conjetura nos encontramos con una larga memoria sobre series en la que,
ademas de la serie armédnica y la suma de los inversos de los cuadrados perfectos, se estudia la serie

1 1 1 1
+——=+...

J1 42 B s
Bernoulli sabia ya (por comparacién de sus términos con los de la arménica) que esta serie diverge y llama la
atencion sobre la paradoja de que la “suma” de todos los términos impares es a la “suma” de todos los térmi-

nos pares como /2 -1 es a1, de lo cual parece deducirse que la suma de los términos impares es menor que
la suma de los términos pares; pero esto es imposible porque, término a término, los primeros son mayores,
respectivamente, que los segundos.

LA PARADOJA DE SAN PETERSBURGO

Jean Bernoulli mantuvo siempre por la matematica un entusiasmo tan vivo como
su empefio en meterse en controversias. Por otra parte, fue padre de tres hijos,
Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-1782) y Jean Il (1710-1790), todos los cuales
llegaron a ocupar en su momento un cargo de profesor de matematica: Nicolaus
y Daniel en San Petersburgo, y Daniel y Jean Il en Basilea.

Otro Nicolaus [1687-1759], primo de los anteriores, ocupd durante algiin tiempo la catedra de matematica
en la Universidad de Padua, la misma que ocupara Galileo tiempo atras. Hubo alin otros Bernoulli que al-
canzaron cierta fama en matematica, pero ninguno de ellos consiguié un prestigio comparable al de los dos
hermanos que iniciaron la tradicion, Jacques y Jean.

El més famoso de la generacion joven fue Daniel, cuyos trabajos en hidrodinamica se recuerdan en el “prin-
cipio de Bernoulli”; en matematica se lo conoce mejor por su distincién entre “esperanza matematica”y “es-
peranza moral”, o entre “fortuna fisica”y “fortuna moral”. Daniel supone que un pequefio incremento en sus
medios materiales produce en una persona un incremento de satisfaccion que es inversamente proporcional

. . o d .
a dichos medios; en forma de ecuacién, dm=K2, donde m es la fortuna moral, p es la fortuna fisica y K

T P
es una constante de proporcionalidad.

Esto conduce a la conclusion de que, segln la fortuna fisica crece geométricamente, la fortuna moral crece
solo aritméticamente. Esta hipdtesis formulada por Bernoulli aparece en los “Comentarios” de la Academia
de Ciencias de San Petersburgo de 1730-1731 (publicados en 1738), ya que Daniel Bernoulli pasé los afios
1725-1733 en San Petersburgo, antes de regresar de nuevo a Basilea. Sus trabajos sobre probabilidades cu-
bren aspectos variados, incluyendo aplicaciones a los negocios, a la medicina y a la astronomia.

Asi, por ejemplo, en 1734 comparti6 con su padre un premio convocado por la Academia de Ciencias para
un ensayo sobre la aplicacion de las probabilidades al estudio de las inclinaciones de las érbitas planetarias;
y en 1760 ley6 ante la Academia de Paris un trabajo sobre la aplicacion de la teoria de probabilidades a la
cuestion de las ventajas que presenta la vacunacién contra la viruela.

Cuando Daniel Bernoulli se traslad6 a San Petersburgo en 1725, también fue llamado su hermano mayor
Nicolaus como profesor de matematica, y de las discusiones entre ambos surgié un problema que no tardé
en ser conocido con el nombre de paradoja de San Petersburgo, probablemente porque apareci6 por primera
vez en los “Comentarios” de la Academia de San Petersburgo.

El problema es el siguiente. Supongamos que Pedro y Pablo se ponen de acuerdo para jugar a un juego que se
basa en el lanzamiento de una moneda. Si en la primera tirada aparece cara, Pablo pagara a Pedro una corona; si
en la primera tirada sale cruz y en la segunda sale cara, Pablo pagara a Pedro dos coronas; si aparece cara por pri-
mera vez en la tercera tirada, Pablo pagara a Pedro cuatro coronas, y asi sucesivamente, de manera que la cantidad
que Pablo tendréa que pagar a Pedro si aparece una cara por primera vez en la n-ésima tirada sera de 2" coronas.

Ahora bien, ;cuanto debera pagar Pedro a Pablo por el privilegio de jugar contra él? La esperanza matema-
tica de Pedro, dada por

1-1+%-2+l3-22+...+l-2”’1+...
2 2 2 2"
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es evidentemente infinita, a pesar de que el sentido comun sugiere una suma finita y bastante modesta, por cierto.

Cuando Georges Louis Leclerc, conde de Buffon (1707-1788), hizo un estudio empirico de la cuestion, hallo que
en 2084 partidas del juego mencionado, Pablo tendria que pagar a Pedro 10057 coronas, lo cual indica que, para
una (nica partida, la esperanza de Pablo en vez de ser infinita es en realidad jalgo menor que 5 coronas!

La paradoja que encierra el problema de San Petersburgo fue muy discutida a lo largo del siglo xvin, dan-

dosele diferentes explicaciones. Daniel Bernoulli intent6 resolverla por medio de su principio de esperanza
1 1 1 1

moral, segin el cual habia que reemplazar las cantidades 1, 2, 22, 23, 24, ..., por 12,24,4%,8%,... Otros
prefirieron sugerir, como solucion de la paradoja, que el problema es intrinsecamente imposible, en vista del
hecho de que la fortuna de Pablo es necesariamente finita; por lo tanto, no podria pagar las sumas ilimitadas
que se requeririan en el caso de que se retrasase mucho la aparicion de una cara por primera vez.

ABRAHAM DE MOIVRE

La teoria de probabilidades contd con una gran cantidad de aficionados que se dedicaron a su
estudio durante los comienzos del siglo xvill, entre los cuales uno de los mas importantes fue
Abraham De Moivre (1667-1754). De Moivre era francés de nacimiento y hugonote, por lo
que poco después de la revocacion del Edicto de Nantes se traslad6 a Inglaterra, donde trabd
amistad con Newton y con Halley, y se dedic6 a dar clases particulares de matematica. En 1697
fue elegido miembro de la Royal Society y, poco después, de las Academias de Paris y Berlin.

Esperaba conseguir también al fin un puesto en la universidad para ensefiar matematica, algo

que no logrd nunca debido, en parte al menos, al hecho de no ser de origen inglés, y Leibniz también intent6
en vano conseguirle un puesto profesional en Alemania. Sin embargo, y a pesar de las largas horas de clases
necesarias para ganarse la vida, De Moivre llevé a cabo una cantidad considerable de investigaciones. En
1711 public en las Philosophical Transactions una larga memoria sobre las leyes del azar, que posteriormen-
te amplié a un famoso libro, Doctrine of Chances, que public en 1718 y mas tarde en otras ediciones. Tanto
la memoria como el libro contenian numerosas cuestiones sobre dados, el problema de los puntos (con pro-
babilidades de ganar desiguales), extraccion de bolas de diversos colores de una bolsa y varios otros juegos.

Algunos de estos problemas habfan aparecido mientras tanto en el Ars conjectandi de Jacques Bernoulli,
que se publicd antes que Doctrine of Chances, pero después de la memoria de De Moivre. En el prélogo a
Doctrine of Chances el autor menciona los trabajos sobre teorfa de probabilidades de Jacques, Jean y Nico-
laus Bernoulli. Las varias ediciones del libro contienen mas de cincuenta problemas sobre probabilidades, asi
como cuestiones relativas a anualidades de vida.

Como regla general, De Moivre derivaba la teoria de permutaciones y combinaciones de los principios de la
teoria de probabilidades, mientras que ahora se acostumbra hacer al revés; por ejemplo, para hallar el niime-

ro de permutaciones de dos letras tomadas de entre las seis a, b, ¢, d, e, f, De Moivre razona diciendo que la

- . 1 -
probabilidad de que una letra concreta sea la primera es g y la probabilidad de que otra letra concreta sea

1 iy
lasegunda es < Y, por lo tanto, la probabilidad de que estas dos letras aparezcan en ese orden es 111

65 30
de lo cual concluye que el nimero de todas las permutaciones posibles, tomadas de dos en dos, es 30. A De
Moivre se le suele atribuir el principio publicado en Doctrine of Chances de que la probabilidad de un suceso
compuesto es el producto de las probabilidades de los sucesos componentes, pero lo cierto es que esto apa-
rece ya implicitamente en obras anteriores.

De Moivre estaba especialmente interesado en desarrollar métodos y notaciones generales para la teoria de
probabilidades, en la forma de lo que él imaginaba como un “algebra” nueva. Hay una generalizacion de un
problema formulado anteriormente por Huygens y que se suele conocer, con toda justicia, como problema
de De Moivre.

Se trata de hallar la probabilidad de obtener un nimero de puntos dado al lanzar n dados que tienen cada
uno m caras. Algunos de sus resultados en probabilidades se publicaron en un volumen posterior, Miscella-
nea analytica, en 1730. En un suplemento a esta obra, De Moivre incluye también algunos resultados que
aparecen a la vez en el tratado Métodos diferenciales de James Stirling (1692-1770), obra que se publico
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el mismo afo que la Miscellanea analytica de De Moivre; entre ellos figura la férmula que nos da la apro-
ximacién nl=n"-e™"-«2mn, que se suele conocer como férmula de Stirling, aunque De Moivre la conocia
con anterioridad, y ademas una serie, lamada también de Stirling; que relaciona el /n n! con los nimeros de
Bernoulli.

Todo parece indicar que De Moivre fue el primero en utilizar la formula de las probabilidades

e dx =g,

0
resultado que aparece discretamente en un folleto publicado de manera privada en 1733. Esta obra breve,
que representa la primera vez en que aparece la ley o curva de distribucion de los errores, fue incluida en la
segunda edicion de Doctrine of Chances en 1738. Hubo otros muchos aspectos de la teoria de probabilida-
des que atrajeron la atencién de De Moivre, incluidos diversos problemas actuariales.

El teorema de De Moivre

La obra Miscellanea analytica es importante no solo desde el punto de vista de la teoria de
probabilidades, sino también del desarrollo del aspecto analitico de la trigonometria. El bien
conocido teorema de De Moivre de que (cos 6 + i sen 8)” = cos nO + i sen nB no viene dado
explicitamente, pero esta perfectamente claro, a partir de su obra sobre ciclometria y de otros
contextos, que el autor estaba muy familiarizado con esta relacién, probablemente tan pronto como

desde 1707. En un articulo publicado durante este afio en Philosophical Transactions, De Moivre escribe que

%(sen no + x/zcosne)l/n + %(sen no - x/zcosnf))l/n =sen o,

y en Miscellanea analytica utiliza una formula equivalente a

Kn+0 . 2K =6
+isen

. 2
(cosB=isen 6)1/" =(O0s
n n

para descomponer x*” + 2x cos n6 + 1 en factores cuadraticos de la forma x? + 2x cos 6 + 1. Y de nuevo, en

otro articulo de Philosophical Transactions de 1739 halla las raices n-ésimas del “binomio imposible” a+~/-b
por el procedimiento que usamos ahora de tomar la raiz n-ésima del médulo, dividir por n el argumento y

_ 2n
sumar multiplos de —.
n

Al manipular los nimeros imaginarios y las funciones circulares en Miscellanea analytica, De Moivre estuvo
muy cerca de identificar las funciones hiperbdlicas al extender, en particular, teoremas sobre sectores de
circulos a resultados analogos sobre sectores de hipérbolas rectangulares. A la vista de la amplitud y la pro-
fundidad de sus hallazgos, no resulta nada extrafio que Newton les contestase a los que venian a preguntarle
cuestiones de matematica durante los Gltimos afios de su vida: “Vayan, vayan a ver a Mr. De Moivre; él sabe
esas cosas mejor que yo”.

El interés de De Moivre por las series y por las probabilidades nos recuerda a los Bernoulli. De Moivre man-
tuvo una nutrida y cordial correspondencia con Jean Bernoulli durante el decenio 1704-1714 vy, de hecho, él
mismo fue quien propuso a Jean Bernoulli como candidato a la eleccion para la Royal Society en 1712.

LA TEORIA DE PROBABILIDADES

Si bien la matematica cambid profundamente de forma entre las dos guerras mundia-
les, también es cierto que buena parte de la matematica que sigui6 a la Segunda Gue-
rra Mundial consistia en el comienzo de algo radicalmente nuevo que anunciaba una
nueva era. La teoria de conjuntos y la teoria de la medida han ido invadiendo a lo largo del siglo xx una parte
cada vez mas extensa de la disciplina, pero pocas de sus ramas se han visto afectadas tan profundamente por
esta tendencia como la teoria de probabilidades, a la que Emile Borel habia dedicado ya en 1909 sus trabajos
sobre los elementos de la teoria de las probabilidades.
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El primer afio del nuevo siglo lo anunciaba ya propicio para las aplicaciones de la teoria de probabilidades,
tanto a la fisica como a la genética, puesto que en 1901 Gibbs publicaba su obra Elementary Principles in Sta-
tistical Mechanics. En 1873 habia ya entregado su primer articulo cientifico sobre la representacion geomé-
trica de las funciones del estado termodinamico en Philosophical Transactions y enviado reimpresiones a sus
corresponsales cientificos en Europa. Recibié una respuesta muy favorable del fisico britanico James Clerk
Maxwell, quien hizo tres copias de un molde de yeso de una superficie que es la representacion visual del
formalismo matematico de Gibbs. Envié una copia como regalo a Gibbs, la cual todavia esta en exhibicion
en el departamento de fisica de Yale. Entre 1875 y 1878, Gibbs escribié una serie de articulos que aplicaron
sus métodos graficos de analisis termodinamico a sistemas quimicos de etapas mltiples. Estos articulos se
publicaron luego como una monografia bajo el titulo Balance de sustancias heterogéneas y forman la base de
la termodindmica quimica. También Gibbs definié para las reacciones quimicas dos funciones muy tiles: la
entalpia, que representa el calor de una reaccion a presion constante, y la entalpia libre, que determina si una
reaccion puede proceder espontdneamente a temperatura y presion constantes. La Gltima cantidad ahora se
llama energia de Gibbs en su honor (o como anglicismo de energia libre de Gibbs).

En sus articulos sobre equilibrios heterogéneos, introdujo las nociones de potencial quimico (al mismo tiem-
po que Pierre Duhem), asi como la regla de las fases. En resumen, aplicé los conceptos de termodindmica a
la interpretacion de fendmenos fisicoquimicos, y logrd explicar e interpretar un conjunto de hechos previa-
mente aislados entre si.

Gibbs cre6 el término “mecanica estadistica” y muchos conceptos esenciales para la descripcion estadistica
de los sistemas fisicos, como los conjuntos estadisticos conocidos como el conjunto canénico, el conjunto
microcanénico y el conjunto grancandnico. Su marco teérico esta tan bien construido que sobrevive casi in-
tacto tras el descubrimiento (después de su muerte) de que las particulas microscopicas obedecen las leyes
de la mecanica cuantica, en lugar de a la mecanica newtoniana que seguian Gibbs y sus contemporaneos.
Propone y resuelve la paradoja de Gibbs sobre la entropia asociada con el proceso de mezcla de gases. En su
libro de texto Principios bésicos en mecanica estadistica (1902), se interes6 en los aspectos microscopicos de
la termodinamica.

También durante ese periodo de oro fue fundada la revista Biometrika, por Karl Pearson (1857-1936). Fran-
cis Galton (1822-1911), que era primo de Charles Darwin, fue muy precoz y un estadistico nato que estudi6
los fenémenos de regresion. En 1900, Pearson, profesor de Eugenesia en la Universidad de Londres, popula-
riz6 el criterio de la “chi-cuadrado”. Por otra parte, uno de los cargos de Poincaré habia sido el de “profesor de
calculo de probabilidades”, lo que indicaba un interés creciente por el tema. En Rusia se inici6 el estudio de
las cadenas de sucesos eslabonados, especialmente en 1906-1907, por obra de Andréi Andréyevich Markov
(o Markoff, 1856-1922), discipulo de Pafnuti Chebyshov y coeditor de las Oeuvres (2 vols., 1899-1904) de
su maestro.

En la teoria cinética de los gases y en muchos fenémenos sociales y biologicos, la probabilidad de un suce-
so depende frecuentemente de los resultados anteriores, y especialmente desde mediados del siglo xx las
cadenas de Méarkov de probabilidades eslabonadas se han estudiado muy detalladamente. En su bisqueda
de una fundamentacién matematica para la teoria de probabilidades en expansion, los estadisticos encon-
traron a mano las herramientas necesarias y hoy no es posible ya dar una exposicion rigurosa de la teoria de
probabilidades sin utilizar los conceptos de funcién medible y de las teorias de integraci6n modernas. En
Rusia, por ejemplo, Andréi Nicolayevich Kolmogorov (1903-1987) hizo importantes progresos en la teoria de
procesos de Markov (1931) y dio solucién a una parte del sexto problema de Hilbert, en el que se pedia una
fundamentacién axiomatica de la teoria de probabilidades utilizando la medida de Lebesgue.

El andlisis clasico se habia ocupado principalmente de funciones continuas, mientras que los problemas de
probabilidades generalmente se refieren a casos discretos. La teoria de la medida y las sucesivas extensiones
del concepto de integral se adaptaban perfectamente a conseguir una asociaciéon mas estrecha entre el ana-
lisis y la teoria de probabilidades, especialmente a partir de mediados del siglo, cuando Laurent Schwartz
(1915-2002), de la Universidad de Paris, generalizd el concepto de diferenciacion mediante su teoria de
distribuciones (1950-1951).

La funcién delta de Dirac utilizada en fisica atémica habia venido a demostrar que las funciones patolégicas,
de las que se habian ocupado los matematicos desde hacia mas de un siglo, resultaban Gtiles también en la
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fisica. En los casos mas dificiles, sin embargo, la diferenciabilidad desaparece, con los problemas consiguien-
tes en la resolucién de ecuaciones diferenciales, uno de los principales lazos que conectan la matematica con
la fisica, especialmente donde aparecen soluciones singulares.

Para superar esta dificultad, Schwartz introdujo un concepto de diferenciabilidad mas general, posible gra-
cias al desarrollo de la teoria de espacios vectoriales generales durante la primera mitad del siglo por obra de
Maurice Fréchet, Stefan Banach y otros. Un espacio vectorial es un conjunto L de elementos g, b, ¢, ... que
satisfacen ciertas condiciones, entre las que esta la exigencia de que sia y b son elementos de L y ay 3 son
nGmeros reales (o complejos, en su caso), entonces aa + b es otro elemento de L. Si los elementos de L son
funciones, el espacio vectorial se denomina un espacio vectorial funcional, y una aplicacién lineal de este
espacio en el cuerpo de los nimeros reales o complejos se llama un funcional lineal.

Con esta nomenclatura, Schwartz entendia por una distribucién un funcional lineal continuo sobre el espacio
de las funciones que son diferenciables y satisfacen ciertas otras condiciones. La funcién de Dirac, por ejem-
plo, es un caso particular de distribucién.

Schwartz dio entonces una definicién adecuada de derivada de una distribucion, de tal manera que la de-
rivada de una distribucion sea siempre otra distribucion. Esto proporciona una potente generalizacion del
analisis, con aplicaciones inmediatas a la teoria de probabilidades y a la fisica. El analisis funcional, que es
esencialmente una generalizacion del calculo de variaciones, y la teoria de distribuciones han sido también
importantes campos de investigacion en la matematica desde mediados del siglo xx.

LA APARICION DE LAS COMPUTADORAS

La teoria de probabilidades y la estadistica han estado a lo largo del siglo xx estrechamente
unidas, no solo a la matematica pura, sino a otro campo que constituye una de las caracte-
risticas diferenciales mas notables de nuestra época, la de la dependencia cada vez mayor
hacia las computadoras electronicas o de “alta velocidad”. El tema de las maquinas calcula-
doras no era nuevo en absoluto, puesto que Pascal y Leibniz habian conseguido modestos
éxitos en este campo casi 300 afios antes. Y, de hecho, el profeta de las maquinas calculadoras complejas
habia sido el matematico inglés del siglo xix Charles Babbage, personaje excéntrico que sostuvo durante toda
su vida una polémica contra los organilleros, mientras intentaba desesperadamente conseguir fondos para
completar su ambicioso proyecto de construir una “maquina diferencial”.

Este invento, concebido en 1833, fue financiado durante algln tiempo por el gobierno britanico, pero cuan-
do el ministro de Hacienda cort6 las subvenciones, en 1842, Babbage lo comparé amargamente con el des-
tructor del bello templo de Efeso. La méaquina que habfa imaginado habria tenido mucha de la flexibilidad
de las maquinas modernas, pero no su velocidad, obviamente. Habria podido efectuar todas las operaciones
aritméticas, asi como almacenar informacion para uso posterior, todo ello por medio de un complicado di-
sefio de ruedas dentadas, engranajes y palancas. Sin embargo, esta “maquina”, una verdadera calculadora
digital, no se termin6 nunca.

La época moderna de la computadora mecanica se puede decir que comenzé hacia 1925 en el Massachusetts
Institute of Technology, donde Vannevar Bush (1890-1974) y sus colegas construyeron una computadora
analbgica de gran tamafio, movida por motores eléctricos, pero mecanica en todo lo demas. En 1939 la
International Business Machines Corporation comenzd a construir el MARK 1, que iba a ser un aparato elec-
tromecanico completamente automatico siguiendo las lineas del proyecto de Babbage, pero antes de estar
terminado en 1944 ya se habia quedado anticuado respecto de los planes para construir el ENIAC (Electronic
Nurnerical Integrator and Calculator).

Esta fue la primera computadora totalmente electronica, basada en el paso de haces de electrones por tubos
de vacio. Los comienzos del proyecto se debieron a presiones militares, y entre los que colaboraron en el pro-
yecto estuvo John von Neumann (1903-1957), que habia nacido en Budapest y habia ensefiado en Berlin y
en Hamburgo antes de trasladarse a los Estados Unidos en 1930, donde, junto con Albert Einstein, fue uno
de los primeros miembros permanentes del Institute for Advanced Study en 1933.

Entre 1944 y 1946 colabor6 para el ejército en la redaccion de un informe sobre las posibilidades que ofrecian
las computadoras y en 1949 la primera computadora programable comenzé a funcionar. Dos afios mas tarde,
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la Sperry Rand Corporation terminaba de construir la UNIVAC | (Universal Automatic Calculator), pero el
mundo de las computadoras cambia con tal rapidez que esta ya es hoy una pieza de museo expuesta en la
Smithsonian Institution.

La electricidad ha alterado de tal manera las formas tradicionales de la vida del hombre que se puede decir
que vivimos en la era de la electricidad; y ahora los instrumentos electronicos pueden estar a punto de mo-
dificar en parte nuestro desarrollo matematico. Las computadoras han alcanzado tal grado de complejidad
que sobrepasan en mucho los suefios de Babbage, que vivié solo un siglo antes de su época. Problemas que
superaban de manera irremediable las posibilidades de calculo de los matematicos de épocas anteriores se
han podido resolver recientemente con la ayuda de las computadoras mas rapidas. Si, como decia Kepler,
la invencion de los logaritmos duplicaba la vida de un astronomo, jpor cuanto mas no han multiplicado las
computadoras electronicas las posibilidades de los matematicos aplicados y los fisicos!

Con este poderio creciente se ha producido también una verdadera proliferacion de nuevos campos de la
matematica aplicada: programacion lineal, teoria de juegos, investigacion operativa y muchos otros. Von
Neumann, que fue uno de los matematicos mas creativos y multifacéticos del siglo xx, fue también un pio-
nero en el nuevo planteamiento de la economia matematica.

Hacia ya mucho tiempo que la econometria utilizaba el analisis matematico, pero fue sobre todo a través
de Teoria de juegos y el comportamiento econémico de Von Neumann y Oskar Morgenstern, publicado en
1944, como la llamada matematica finita vino a jugar un papel cada vez mas importante en las ciencias socia-
les. Las interrelaciones entre las diversas ramas del pensamiento cientifico se fueron haciendo tan complejas
que Norbert Wiener (1894-1964), un matematico prodigio y durante muchos afos profesor de matematica
en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts, publicé en 1948 su libro Cibernética, que abria un campo nue-
vo dedicado al estudio del control y la comunicacién en animales y maquinas.

Tanto Von Neumann como Wiener se interesaron profundamente por la mecanica cuantica y el primero de
ellos fue nombrado en 1955 miembro de |la Atomic Energy Commission; sin embargo, seria equivocado pen-
sar que estos hombres y otros analogos eran simplemente matematicos aplicados. Los dos contribuyeron
tanto o mas que a la matematica aplicada a la matemaética pura: a la teoria de conjuntos, a la teoria de gru-
pos, al calculo operacional, a la teoria de probabilidades y a la 16gica matematica y los fundamentos de la
matematica. De hecho, Von Neumann fue quien, hacia el afio 1929, dio su nombre a los espacios de Hilbert,
asi como la primera axiomatizacion de este concepto y la forma completamente abstracta que tienen hoy.

Por su parte, a comienzos de la década de 1920, Wiener desempeié un importante papel en los origenes de
la teoria moderna de los espacios lineales y, en particular, en el desarrollo de la teoria de espacios de Banach.
El espectacular desarrollo de la matematica aplicada durante el siglo xx no solo no ha frenado el desarrollo de
la matematica pura, sino que en muchos casos lo ha impulsado, y tampoco el nacimiento de ramas nuevas
de la matematica ha debilitado el vigor de las mas antiguas.
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Usando GeoGebra, descomponer el niimero 100 como suma de cuatro cuadrados de nimeros naturales.

Solucién

En la cuadricula con cuadrados de 1 x 1 cm, trazamos una circunferencia de radio 5 cm con centro en un
punto de la cuadricula, como en la figura.

Usando los puntos de la cuadricula que estan en la circunferencia, podemos trazar cuerdas perpendiculares
y usar el resultado del Problema semanal N° 13 de 2025.

S
N
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Respuesta del N° 19 - 2025 (continuacion) -"m\
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Con cada para de cuerdas que se corten en el interior del circulo tenemos una solucién al problema. Por
ejemplo, de la siguiente eleccion:

R

surge la igualdad:
100 =10 =22+ 4% + 42 + 8%
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Hallar el area del tridngulo sobre la cuadricula que muestra la siguiente figura:

1cm

Solucién

Usaremos el hecho de que el triangulo dado es semejante al triangulo verde, con vértices en la cuadricula,
indicado en la figura a continuacion.

1cm

. . » » 6 3 .
La relacién de semejanza, del triangulo mayor al tridngulo menor, es 15 Dado que el triangulo menor

tiene su area de 2 cm?, el area del triangulo dado es:
3\ 9
(—) x2cm’ == cm’.
2 2
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