sk parael Fogon

Le'ﬁifl'as Geométricas® maee.

los Festivales

De OMA para estudiantes, profesores y maestros en actividad

7% época ® N°10 ® 7 de agosto de 2025

“[...] mas valioso que acumular informacion es interiorizarse de métodos para saber qué
propositos tienen, es decir, de donde parten y adonde llevan. Los métodos tienen una orientacion
y una dindmica de las cuales los resultados y teoremas aislados carecen”. Dr. Alberto Calderén
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LAS TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS Y LA
LITERATURA. PEIRCE, CLIFFORD Y DODGSON

Entre quienes continuaron la obra de Boole después de su muerte estuvieron
Augustus De Morgan y Benjamin Peirce. Ambos encontraron, independiente-
mente, lo que se suele denominar como ley de dualidad de De Morgan: para
toda proposicion en la que intervengan la suma y la multiplicacion légicas, hay
otra proposicion correspondiente a ella en la que estan intercambiadas suma y multiplicacion. En particular,
tenemos lo que se llama férmula de De Morgan para conjuntos: Si A'y B son subconjuntos de un conjunto U,
entonces el complemento de la unién de A y B es la interseccion de los complementos de A" N B', y el com-
plemento de la interseccion de A y B es la union de los complementos de A U B (véase la figura siguiente).

(A UB)Y A'NB

©

Benjamin Peirce estuvo ligado al Harvard College durante mas de 50 afos, primero como estudiante y luego
como profesor. Su obra mas importante fue su articulo sobre Linear Associative Algebra, leido ante la Ameri-
can Association for the Advancement of Science en 1864, pero que no se publicé hasta 1881 en el American
Journal of Mathematics. Las algebras lineales asociativas incluyen el algebra ordinaria, el analisis vectorial y
los cuaterniones como casos particulares, pero no estan restringidas a las unidades 1, /, j, k. Peirce construyo
tablas de multiplicar para 162 algebras distintas, jlo que estaba sin duda bien lejos de la idea predominante
a comienzos de este siglo de que habia un éalgebra Gnica!

Charles Sanders Peirce continud la obra de su padre en esta direccion demostrando que, de todas estas alge-
bras, solo hay tres en las que la division esté definida de manera (inica: el lgebra real ordinaria, el dlgebra de
los nimeros complejos y el algebra de los cuaterniones.

* Recordamos a los lectores que los temas editados en Leitas Geométricas son material preparado y en gran parte desarrollado y sugerido por el
doctor Miguel de Guzman y los doctores Richard Courant, Herbert Robbins, Carl Boyer, Harold Scott Macdonald Coxeter y Roger Penrose.
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Fue en conexion con su trabajo sobre algebras lineales asociativas cuando Benjamin Peirce dio en 1870 su
definicion bien conocida, “la Matematica es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias”. Su hijo esta-
ba completamente de acuerdo con este punto de vista, como resultado de la influencia de George Boole,
pero insistia en que la matematica y la l6gica no son lo mismo, “la Matematica es una ciencia puramente
hipotética: no ofrece nada mas que proposiciones condicionales. La légica, en cambio, es categérica en sus
afirmaciones”. Esta distincion iba a verse discutida mas a fondo por todo el mundo matemético durante el

primer tercio del siglo xx.
En Inglaterra, mientras tanto, desarrollaba ideas bastante parecidas William Kingdon Clifford (1845-1879),

otro de los muchos graduados por el Trinity con los que nos encontramos, cuya brillante obra, como la de otro
graduado del Trinity muy anterior a él, Roger Cotes, se vio interrumpida por su muerte prematura a los
34 afios. Clifford era una persona extraordinaria en varios aspectos. Por mencionar uno insélito, fue un gim-
nasta consumado que podia elevarse en la barra con una cualquiera de las dos manos, proeza extraordinaria

para cualquiera, pero especialmente para un matematico.

Ademas, gand algunos premios de declamacion, algo casi inaudito para alguien que se gradu6é como segun-
do wrangler en matematica. Y, por Gltimo, escribié una coleccién de cuentos para nifios, The Little People,
lo mismo que hizo el mateméatico de Oxford Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), mas conocido por el
seudonimo de Lewis Carroll, autor del famosisimo cuento Alice en el pais de las maravillas. Frecuentemente
citado por Harold Scott Coxeter o citaba con frecuencia al tratar las transformaciones geométricas.

e

Tz

llustraciones en grabado de Alicia en el pais de las maravillas, de Lewis Carroll.

Dodgson publico con su verdadero nombre muchos articulos y libros de tema matematico. Destacan E/ juego
de la légica y Euclides y sus rivales modernos, ademas de An Elementary Theory of Determinants, escrito en
1867. En este (ltimo, da las condiciones por las cuales un sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales.

Aunque la mayor parte de su atencion la dedicd Carroll a la geometria, escribié también sobre numerosos
otros temas matematicos: la cuadratura del circulo, el cifrado de mensajes (llegando a inventar algunos mé-

todos), algebra, aritmética electoral y votaciones, asi como sobre l6gica.
En los Gltimos afos de su vida no solo prestd atencion a las matematicas recreativas (con juegos de célculo
como los diez nudos de su libro Un cuento enmarariado) o al estudio de las paradojas (analiz6 la paradoja
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de Aquiles y la tortuga y elaboré una propia, la de la barberia), sino que también se dedic6 a la bisqueda de
formas de exposicion sistematica de, por ejemplo, la teoria del silogismo. Por lo demas, elabor6 cuadros, fi-
chas y diagramas del tipo de los de Venn e introdujo arboles l6gicos.

% Isometria en el plano euclidiano

7

’f“ '\:‘_’;a\;j Es natural, pues hemos estado hablando de reflexiones, rotaciones y traslaciones, que
@ nos preguntemos por qué tenemos en la rotacién y en la traslacién un desplazamiento
Y (o movimiento) continuo, cuando asi se le considera, mientras no podemos hacerlo del
..~~~ mismo modo con una reflexién. Y también es razonable la pregunta que inquiere por
alguna otra clase de isometria que se parezca en este aspecto a la reflexion. Cuando
hayamos respondido a estas preguntas en términos de sentido, la informacion nos servira
para demostrar un notable teorema y para describir las siete maneras posibles de repetir un disefio

en una franja sin fin.

ISOMETRIAS DIRECTAS Y OPUESTAS

Al hacer varias aplicaciones de axiomas se puede demostrar que un punto cualquiera P que esta AN
en el plano de dos triangulos congruentes ABC, A'B'C’ determina un punto correspondiente

P’ tal que AP = A'P', BP = B'P", CP = C'P'. De la misma manera, de otro punto Q se tiene Q', y

PQ =P'Q’". En consecuencia: dos triangulos congruentes cualesquiera se relacionan por medio de

una isometria (nica.

Recordemos como intervenia la comparacién de dos tridngulos coincidentes ABC, ACB. Podemos ver de una
manera intuitiva que aqui hay una distincion de sentido: si uno es el contrario al de las agujas del reloj, el
otro es el sentido de las agujas del reloj. Tenemos una propiedad topolégica del plano euclidiano en que la
distincion se puede extender de los triangulos que coinciden a los que son distintos: dos triangulos dirigidos
cualesquiera, ABCy A'B'C’ o bien tienen el mismo sentido, o bien tienen sentidos diferentes. Esta idea intui-
tiva se puede investigar de manera mas profunda.

Si ABCy A'B'C’ son congruentes, se dice que la isometria con la que se relacionan es directa u opuesta
segln conserve o invierta el sentido, es decir, de acuerdo con que ABCy A'B'C’ tengan sentidos iguales
o distintos.

Se observa con facilidad que esta propiedad de la isometria no depende del triangulo ABC que se escoja:
si una misma isometria relaciona a DEF con D'E'F’, donde DEF tiene el mismo sentido que ABC, entonces
D'E'F’ tiene el mismo sentido que A'B'C'.

Es claro que las isometrias directas y opuestas se combinan como los nimeros positivos y negativos (por
ejemplo, el producto de dos isometrias opuestas es una directa). Como una reflexién es opuesta, una ro-
tacion (que es el producto de dos reflexiones) es directa. En particular, la identidad es directa. Algunos
autores se refieren a las isometrias directas y opuestas como desplazamientos y reversiones o también como
congruencias propias e impropias.

El teorema “Si en una isometria hay mas de un punto invariante, es o bien la identidad o bien una reflexién”
puede extenderse de la manera siguiente: “Si se dan dos segmentos de recta (o pares de puntos) con-
gruentes AB, A'B’, se relacionan por medio de dos isometrias: una directa y una opuesta”.

A
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Para demostrarlo, tdmese un punto cualquiera C que no esté en la recta AB y constriiyase ', de manera que
el triangulo A'B'C’ sea congruente con ABC. Las dos posiciones posibles de C' (ver figura siguiente),

A!

BI

que se han sefialado como C’, C" proporcionan ambas isometrias. Puesto que cualquiera de ellas se puede
derivar de la otra si se la refleja en A'B’, una de las isometrias es directa y la otra es opuesta.

Con el objeto de que el estudio sea completo, necesitamos el teorema siguiente:

“Cada isometria del plano es producto de no mas de tres reflexiones. Cuando hay un punto invariante,
el ‘tres’ se puede reemplazar por ‘dos™.

Esto lo demostraremos en cuatro pasos por medio de lo dicho maés arriba. Si los triangulos ABC, A'B'C’ coin-
ciden, laisometria es la identidad, trivialmente (la identidad es el producto de una reflexion consigo misma).
Si A coincide con A’, y B con B’, mientras C 'y C' son distintos, los tridngulos se relacionan por la reflexion en
AB. El caso en el que solamente A coincide con A’ se puede reducir a uno de los casos anteriores al reflejar
ABC en m, la mediatriz de BB (ver la figura siguiente).

B

C/

Por Gltimo, el caso general se puede reducir a cualquiera de los tres primeros al reflejar ABC en la mediatriz de AA’.

Como una reflexion invierte el sentido, una isometria es directa u opuesta de acuerdo con que sea producto
de un nimero par o impar de reflexiones.

Como la identidad es producto de dos reflexiones (a saber, de cualquier reflexién consigo misma), podemos
decir con sencillez que una isometria cualquiera es el producto de dos o de tres reflexiones, segiin se tenga
que sea directa u opuesta. En lo particular,

“Toda isometria con un punto invariante es una rotacion o una reflexion, segiin sea directa u opuesta”.

Ejercicios de entrenamiento

1. Mencione dos isometrias directas.

2. Mencione una isometria opuesta. jHay alguna otra clase?

3. SiAByA B, se relacionan por medio de una rotacion, ;como se puede construir \
el centro de rotacion? Indicacién: Las mediatrices de AA" y de BB’ no son
necesariamente diferentes.

4. Elproducto de reflexiones en tres rectas que pasan por un punto es otra recta que pasa por el mismo punto.
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TRASLACION

Por traslaciones entendemos los movimientos directos sin cambios de orientacion, es decir,
aquellos que mantienen la forma y el tamafo de las figuras o los objetos trasladados a los
cuales deslizan segin un vector. Una traslacion desplaza cada punto de una figura la misma
cantidad en una misma direccion.

Primavera

— (=
\ ‘!b‘roﬁo

Invierna

-
-\ [ Verano

Ejemplo de traslacion.

Hasta aqui hemos venido considerando ciertas isometrias, a saber, reflexiones (que son opuestas) y rotacio-
nes (que son directas), que siempre tienen por lo menos un punto invariante. Una isometria conocida que
no deja ningin punto como invariante es la traslacion, que se puede describir como el producto de semigiros
alrededor de dos puntos distintos O, O" (ver la figura siguiente).

PH

El primer semigiro transforma a un punto arbitrario P en P", y el segundo, a su vez, transforma a este en P’,
con el resultado final de que PP es paralelo a OO’ y de doble longitud. Asi, tenemos que la longitud y la
direccion de PPT son constantes e independientes de la posicion de P. Puesto que su longitud y su direccion
determinan por completo a una traslacion, el producto de los semigiros alrededor de O y de O es igual al
producto de semigiros alrededor de Q y de Q' donde QQ’ es igual y paralelo a OO'.

Esto significa que OO'QQ’ es un paralelogramo que se puede derrumbar para formar cuatro puntos colinea-
les, como se tiene en la figura analisis de arriba.

Asi, dada una traslacion, se le puede asignar arbitrariamente el centro de uno de los dos semigiros.
El producto de dos traslaciones es otra traslacion.

Veamos: podemos disponer los centros de manera que la primera traslacion sea producto de semigiros alre-
dedor de O,y O,, mientras la segunda resulte del producto de semigiros alrededor de O,y O,. Al combinarse,
se cancelan mutuamente los semigiros alrededor de O,, lo que nos deja solamente el producto de semigiros
alrededor de O, y de O,. De la misma manera, si my m’ (ver la figura a continuacion en pagina siguiente)
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son las rectas que pasan por O y O’y son perpendiculares a OO’ los semigiros alrededor de O y O’ son
producto de las reflexiones en my en OO’, OO’ y m'. Al combinarse, las dos reflexiones en OO’ se cancelan
mutuamente, y no nos queda sino el producto de las reflexiones en m y en m'. En consecuencia:

El producto de reflexiones en dos espejos paralelos es una traslacion que recorre el doble de la distancia
entre los espejos.

Si la traslacion T lleva a Py Py a Q hasta Q7, tendremos que el segmento QQT es igual y paralelo con res-
pecto a PP’; por lo tanto, PQQ'P" es un paralelogramo. De la misma manera, si otra traslacion U coloca a P
en Q, llevard también a P hasta Q; por lo tanto, TU = UT.

Si queremos examinarlo en detalle, veremos que si Q es PY, QT sera PV’

Pero U traslada a P™ hasta P™Y. Por lo tanto, P™V'y PU7 coinciden para toda posicion de P. En otras palabras, las
traslaciones son conmutativas.

El producto de un semigiro H y una traslacion T es otro semigiro: pues siempre podremos expresar la traslacion
como producto de dos semigiros, uno de los cuales es H; por ejemplo, T = HH', y entonces tendremos que

HT =HH" =H".
El producto de un semigiro y una traslacion es otro semigiro.
J
o : = /
Ejercicios de entrenamiento ‘

1. Si T es el producto de semigiros alrededor de O y O’, ;cuél es el producto de semigiros
alrededor de 0"y O?

J
2. Al expresar una traslacion como producto de dos reflexiones, jen qué medida se puede /74///.
tomar arbitrariamente uno de los dos espejos? “

3. ;Qué es el producto de rotaciones que recorren angulos opuestos (o y —a) alrededor de dos puntos
distintos?

4. El producto de las reflexiones en tres rectas paralelas es la reflexion en otra recta que pertenece al mismo
haz de paralelas.
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5. Todo producto de tres semigiros es un semigiro.
6. SiH, H, H, son semigiros, HH H,=HHH,.

7. Exprese la traslacion que recorre una distancia a a lo largo del eje de las x como una transformacion de
coordenadas cartesianas. Si f(x, y) = 0 es la ecuacién de una curva, ;cudl sera la ecuacion de la curva
transformada? Considere, como ejemplo, la circunferencia x? + y> - 1 = 0.

REFLEXION EN DESLIZAMIENTO

La reflexion deslizante es una composicion de una reflexion a través de una linea y una traslacion paralela a
la linea de reflexion. Ejemplo: es como una reflexion que también tiene un deslizamiento.

of: o N

Dado que esta huella de huella tiene simetria de reflexion deslizada, la aplicacion de la operacion hara
que cada huella izquierda corresponda con una huella derecha, y que cada huella derecha coincida con una huella izquierda,
dando lugar a una configuracion final que es indistinguible de la original.

Conocemos ya tres clases de isometria: reflexion, rotacion y traslacion. Otra clase la constituye la reflexion en
deslizamiento (o, con mas sencillez, “deslizamiento”), que es el producto de la reflexion en una rectaa y la
traslacion a lo largo de la misma recta. Si nos representamos la recta como un camino en la nieve, tendremos
huellas consecutivas que se relacionan entre si por medio de un deslizamiento. Una isometria como esta
queda determinada por su eje a y por la expresion de la traslacion componente.
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Como una reflexion es opuesta, mientras una traslacion es directa, su producto sera una isometria opues-
ta. Decimos, entonces, que una reflexion en deslizamiento es una isometria opuesta que carece de punto
invariante.

Si una reflexion en deslizamiento G transforma un punto arbitrario P en P¢ (como se muestra en la figura
siguiente),

PG

Py P¢ equidistan del eje a desde lados opuestos. En consecuencia:
Por el punto medio del segmento de recta PP¢ pasa el eje, para toda posicion de P

Denotemos por R, y T la reflexion y la traslacion componentes. Es evidente que se conmutan, de manera que

G=RT=TR,.
P PR PT
0] 0’
PH PG
m m’

Hemos visto en la figura de arriba que se puede expresar la traslacion T como producto de dos semigiros o
dos reflexiones paralelas. Si identificamos la recta a de la figura siguiente

P

PG

con la recta OO’ de la figura que sigue,
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PH PG

sean entonces R, R’ las reflexiones en m, m’. Tendremos que el producto de los dos semigiros
H=RR,=RR ~ H =RR =RR’
es
T'=HH"=RRRR" =RR,
y la reflexion en deslizamiento sera
G=RT=RRR'=HR'=TR =RR'R = RH"

Y asi, una reflexion en deslizamiento se puede expresar como producto de tres reflexiones (dos de ellas per-
pendiculares a la tercera) o de un semigiro y una reflexion, o aun de una reflexion y un semigiro. Y, al revés, el
producto de un semigiro cualquiera y una reflexion cualquiera (o viceversa) es una reflexion de deslizamien-
to, siempre y cuando el centro del semigiro no esté situado en el espejo.

Vimos que toda isometria directa es, en el plano, producto de dos reflexiones, es decir, una traslacion o una
rotacion segln los espejos, fueran paralelos o intersecantes; también que cualquier isometria opuesta que
tenga un punto invariante es una reflexion.

Nuestro catalogo de isometrias quedara completo al afiadir una isometria opuesta en la que no hay punto
invariante. Si una isometria como esta (ltima, sea S, transforma el punto arbitrario A en A’, considérese el
semigiro H que intercambia ambos puntos. El producto HS, que es una isometria opuesta en la que el punto
A’ permanece invariante, no puede ser sino una reflexion R. Por lo tanto, la isometria opuesta dada es la
reflexion en deslizamiento

S=H'R=HR:
Toda isometria opuesta que carece de punto invariante es una reflexién en deslizamiento.
En otras palabras:
Todo producto de tres reflexiones es o bien una sola reflexion o bien una reflexion en deslizamiento.

En particular, el producto RT de una reflexion cualquiera y de una traslacion cualquiera es una reflexion en
deslizamiento que degenera en una reflexion pura cuando el espejo de R es perpendicular a la direccién de
la traslacion T (y en este caso, las reflexiones R y RT se pueden tomar como dos reflexiones paralelas cuyo
producto es T). Pero como la reflexion G ha de tener un eje definido (el lugar geométrico de los puntos
medios de los segmentos PP°), su descomposicion en una reflexion y una traslacion a lo largo del espejo es
Gnica (distinta de su descomposicion en una reflexion y un semigiro, donde podemos tomar como espejo
cualquier perpendicular al eje o, de manera equivalente, el centro del semigiro como un punto cualquiera
del eje).
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Ejercicios de entrenamiento

1. Siel punto medio de AC es B, jqué clase de isometria transformara (a) AB
en CB, (b) AB en BC?

2. Todaisometria directa es producto de dos reflexiones. Toda isometria opuesta
es producto de una reflexion y un semigiro.

3. Describase el producto de la reflexion en OO" y del semigiro alrededor de O.

4. Describase el producto de dos reflexiones en deslizamiento cuyos ejes son
perpendiculares.

5. Todo producto de tres reflexiones en deslizamiento es una reflexion en deslizamiento.

6. El producto de tres reflexiones es una reflexion siy solo si los tres espejos son o bien concurrentes o bien
paralelos.

7. SiR, R, R, son tres reflexiones, (R R,R,)* es una traslacion.

8. Describir la transformacion (x, y) — (x + a, —y). Justifique la afirmacion de que, al aplicarla, se transforma
la curva f(x, y) =0 en f(x - a, -y) = 0.

Biografia
Gerhard Thomsen

Gerhard Thomsen (23 de junio de 1899, Hamburgo-4 de enero de 1934, Rostock, Ale-

/% mania) fue un matematico aleman, bien conocido por su trabajo en diversas ramas de la
A geometria elemental de las transformaciones.

Su padre, Georg Thomsen, era médico. Gerhard creci6 en Hamburgo vy asisti6 al Jo-

7 hanneum Gymnasium (escuela secundaria) de 1908 a 1917. Después de completar la

\( K/\M\\ escuela, sirvio en el ejército durante el Gltimo afio de la Primera Guerra Mundial. En

. A \ 1919 se convirtié en uno de los primeros estudiantes de la recién fundada Universidad

de Hamburgo, especializandose en matematica y ciencias naturales. Aparte de un inter-

ludio temporal, Thomsen estudi6 en esta ciudad hasta 1923. Recibi6 una certificacién

para ensefiar en escuelas secundarias en el otofio de 1922 y, finalmente, su doctorado le

fue otorgado en el verano del afio siguiente. A continuacion, trabajé brevemente como

asistente en el Instituto de Tecnologia de Karlsruhe antes de regresar a Hamburgo durante la primavera de

1925, en una capacidad similar. Mientras trabajaba en su tesis de habilitacion, Thomsen pas6é un afio en

Roma con una beca Rockefeller para estudiar con el matematico italiano Tullio Levi-Civita. Recibi6 su habi-

litacion en Hamburgo en 1928 y comenz6 a trabajar como profesor titular en la Universidad de Rostock en
el otofio de 1929.

El 11 de noviembre de 1933, Thomsen pronunci6é una incendiaria charla sobre el peligro de marginar las
ciencias exactas en escuelas y universidades, la cual tuvo una gran repercusion en el ambito académico. En
ella atacaba directamente la supresion de la educacion cientifica, provocando que la Gestapo lo investigara.
Fue arrollado por un tren en Rostock el 4 de enero de 1934. Se cree que su muerte posiblemente se debi6 a
la investigacion de la Gestapo.

En Hamburgo, Thomsen ayudé a Wilhelm Blaschke (asesor del doctorado de Thomsen) a aplicar el Programa
de Erlangen de Felix Klein sobre geometria diferencial. También edit6 y organiz6 las conferencias de Blaschke
sobre este tema para su publicacién en una serie de tres libros. El mismo escribi6 22 articulos sobre diversas
cuestiones de geometria, ademas de algunos otros sobre fisica teérica. Estos Gltimos se redactaron principal-
mente en italiano, en lugar de en aleman. Thomsen también public un libro sobre los fundamentos de la
geometria elemental. En esta misma rama de la matematica existe un teorema que lleva su nombre.

El teorema de Thomsen demuestra que una trayectoria formada por segmentos de recta paralelos a las aris-
tas de un triangulo siempre termina en su punto de partida.

-10- Dialogando con los maestros...



Teorema de Thomsen P, =P,

Consideremos un triangulo arbitrario ABC con un punto P, en su arista BC. Se construye una secuencia de
puntos y rectas paralelas de la siguiente manera. La recta paralela a AC que pasa por P, intersecaa ABen P,y
la recta paralela a BC que pasa por P, interseca a AC en P_. Continuando de esta manera, la recta paralela a AB
que pasa por P, interseca a BC en P, y la recta paralela a AC que pasa por P, interseca a AB en P.. Finalmente,
la recta paralela a BC que pasa por P, interseca a AC en P_y la recta paralela a AB que pasa por P_ interseca
a BCen P,. El teorema de Thomsen ahora establece que P, es idéntico a P, y, por lo tanto, la construccion

siempre conduce a una trayectoria cerrada P.P.P.P PP P .

REFLEXIONES Y SEMIGIROS

Gerhard Thomsen desarrollé una teoria de gran belleza, en la que se expresan las propieda-
des geométricas de los puntos O, O,, O,, ...y las rectas m, m,, m,, ... (donde se entiende
que son diferentes entre si) como relaciones entre los semigiros H, H,, H,, ... y las reflexio-
nes R, R, R, ... correspondientes. Rapidamente nos convencera la equivalencia logica de
los pares de afirmaciones siguientes:

RR, =R,R <= mym, son perpendiculares.
HR = RH <> O es un punto de m.
R.RR,=R.RR, <>m, m, m, obien concurren, o bien son paralelas.

H H =HH, <> O es el punto medio de O,0,.
H.R = RH, <> m es la mediatrizde O,0,.

Ejercicio para fijar ideas. Interpretar las siguientes relaciones (a) H,H,H.,H, = 1; (b) R,.R=RR..

e

RESUMEN DE LOS RESULTADOS ACERCA DE ISOMETRIAS

Tal vez algunos se encuentren confundidos por la profusion de términos técnicos, muchos de los
cuales son palabras conocidas a las que se les ha asignado significados de una precision desusada.
Por esta razén repetiremos algunas definiciones, insistiendo en sus analogias y diferencias.

En el contexto que nos ocupa, una transformacién es una correspondencia uno-a-uno de la totalidad
del plano (o el espacio) consigo mismo. Una isometria es una clase especial de transformacion, a saber,
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la que preserva la longitud. Una operacion de simetria se aplica a una determinada figura y no tanto a todo el
plano: es una isometria que transforma la figura en otra que es ella misma.

En el plano, una isometria directa (que preserva el sentido) es una rotacién o una traslacion, pues es el pro-
ducto de dos reflexiones, tenga o no tenga un punto invariante, es decir, segin que los espejos se intersecten
o sean paralelos.

En el Gltimo caso, la longitud de la traslacion es el doble de la distancia entre los espejos: en el primero, el
angulo de rotacion es el doble del &ngulo entre los espejos. En particular, el producto de las reflexiones en
dos espejos perpendiculares es un semigiro, es decir, una rotacién que recorre dos angulos rectos. Ademas, el
producto de dos semigiros es una traslacion.

Una isometria opuesta (que invierte el sentido) es, en general, una reflexion en deslizamiento, pues es el pro-
ducto de tres reflexiones: el producto de una reflexion y una traslacion. El caso especial en el que la traslacion
es la identidad (es decir: una traslaciéon que recorre una distancia de cero), la reflexion en deslizamiento se
reduce a una sola reflexion con toda una recta de puntos invariantes, a saber, los puntos del espejo.

Para resumir lo dicho: Una isometria directa cualquiera es o bien una traslacion o bien una rotacién. Una
isometria opuesta cualquiera es o bien una reflexion o bien una reflexién en deslizamiento.

Ejercicios de entrenamiento

1. SiS esunaisometria opuesta, S? es una traslacion.

2. SiR, R, R, son tres reflexiones, (R,R,R,R,R,)* es una traslacion a lo largo del
primer espejo. Indicacién: Como R.RR, y R,R,R, son reflexiones en desliza-

miento, sus cuadrados son conmutativos. Asi,

(R1R2R3)2 = (RszRl)z = (R2R3R1)2(R1R2R3)2'

es decir, R, y (R,R,R,R,R,)’ son conmutativos.

223123

Biografia
Johannes Trolle Hjelmslev

Johannes Trolle Hjelmslev (nombre de nacimiento: Johannes Trolle Petersen, 7 de abril de
1873, Horning, cerca de Aarhus-16 de febrero de 1950, Copenhague, Dinamarca) fue un
matematico danés.

Johannes era hijo del fabricante de sillas de montar Niels Peter Petersen y de Marie Kirsti-
ne Pedersen (nacida Trolle), y padre del lingtiista Louis Hjelmslev. Después de graduarse
en la Real Escuela de Skanderborg en 1888, llegb a la Escuela de Educacién de Aarhus,
donde obtuvo el titulo de filosofia en 1891 y pronunci6 su conferencia magistral sobre
matematica en 1894.

A continuacion, ejerci6 como docente y escribié textos académicos. Profesor en la ense-
fianza media, en 1897 se doctord con un trabajo sobre geometria descriptiva infinitesimal. El notable ingenio
geométrico contenido en esta tesis fue aun superado en la revision presentada a la Sociedad de Ciencias en
1898, titulada Un nuevo principio para las investigaciones de lineas geométricas. En 1898 se casé con Agnes
Elisabeth Bohse (nacida el 4 de octubre de 1874), hija adoptiva del doctor Bohse, establecido en la ciudad
de Fredericia. Desde 1903 ocup6 la catedra de geometria descriptiva en el colegio politécnico, y entre 1917
y 1942 fue profesor de matematicas en la Universidad de Copenhague.

Cambi6 su apellido a “Hjelmslev” en 1904, para evitar la confusién con su firma (J. Petersen), que ya estaba
siendo usada por Julius Petersen. Tomd el nuevo apellido del distrito en el que nacid, Hjelmslev Herred.
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El distrito Hjelmslev Herred se ubica en el corazén de la principal isla de Dinamarca.
A la derecha, una representacion del teorema de Hjelmslev.

EL TEOREMA DE HJELMSLEV

g En geometria, el teorema de Hjelmslev, que lleva el nombre del matematico danés Johannes
Hjelmslev (1873-1950), afirma que si los puntos P, Q, R ..., situados sobre una misma recta, se
asignan isométricamente a los puntos P’, Q', R" ... de otra recta en el mismo plano, los puntos
medios de los segmentos PP’, QQ’, RR' también se encuentran en una recta.

Los trios de puntos rojos en cada una de las dos rectas negras estan a las mismas distancias relativas dentro de cada trio. Segiin el
teorema de Hjelmsley, los tres puntos medios de los pares de puntos correspondientes estan sobre la misma recta (verde).

Ya vimos que dos segmentos de recta congruentes AB, A'B se relacionan por no mas de dos isometrias: una
directa y otra opuesta. Ambas tienen el mismo efecto sobre cada punto que es colineal con A y B, es decir,
sobre todos los puntos de la recta infinita AB (por ejemplo, el punto medio de AB se transforma en el punto
medio de A’B"). La isometria opuesta es una reflexion o una reflexion en deslizamiento en la que el espejo o
el eje incluyen todos los puntos medios de las partes con los que se unen los pares de puntos correspondien-
tes. Cuando coinciden dos de los puntos medios, la isometria es un semigiro, y coinciden también todos los
demas. Por lo tanto,

[Teorema de Hjelmslev.] Cuando todos los puntos P de una recta se relacionan por medio de una iso-
metria con todos los puntos P’ de otra recta, los puntos medios de los segmentos PP’ son diferentes y
colineales o, de no ser asi, coinciden todos.
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En particular, se tiene que si A, B, C estan en unarectay A’, B, C' estan en otra (figura anterior), donde
AB=A'B, BC=B'C,

A
CI
BI
B
C
A!

entonces los puntos medios de AA’, BB', CC' o bien son colineales o bien coinciden en un solo punto
(figura de arriba).

Ya salio el tomo Il
ORIENTACIONES

EN LA
Un libro que retine una serie de Notas escritas por matemadticos Geometria elemental
profesionales, con el fin de incorporar al drea curricular algunas ideas

importantes y temdticas interesantes, en forma clara y comprensible. Tomo Il

Q red fenchu@oma.org.ar
olimpica <. 11482689760 +549 115035 7537
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DISENOS EN UNA FRANJA

Dos circunferencias iguales se pueden relacionar por medio de cualquier isometria. Por ejem-
pIo el punto P de la primera circunferencia de la figura

OO

se transforma en P’ de la segunda mediante una traslacién, en P* mediante una rotacion, en P* mediante
un semigiro y en P® mediante una reflexion en deslizamiento. (Se han puesto flechas en las circunferencias
para sefalar lo que sucede con el sentido de rotacién de la primera.) Las cuatro isometrias tienen en comdn
una propiedad importante: conservan invariante la totalidad de una recta infinita, a saber, la que une los
centros de ambas circunferencias. (En el cuarto caso, se trata de la (nica recta invariante.) Hemos visto ya
en la figura siguiente

P P

PH
m m

!

que el producto de las reflexiones en dos espejos paralelos m, m' es una traslacion. Podemos considerarla
como el caso limite de una rotaciéon cuyo centro esta muy lejos, pues los espejos paralelos son el caso limite
de dos espejos que se cortan en un angulo muy pequefo. De acuerdo con esta consideracion, el grupo infi-
nito que genera una sola traslacion se denota por C_, y el grupo infinito que generan dos reflexiones para-
lelas se denota por D_. En un sentido abstracto, C_ es el “grupo libre con un generador”. Si T es la traslacion
generatriz, el grupo consistira en las traslaciones

L, T TH 1, T T

De la misma manera, D _, que es generado por las reflexiones R, R" en espejos paralelos m, m’ (figura siguiente)

m m

RR'R R'R R 1 R' RR'

consiste en las reflexiones y traslaciones
,RR'R, R'R, R, 1, R, RR, RRR..
Su definicién abstracta es sencillamente
R?=R?=1
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A Imagenes formadas por dos espejos
M1,/ M, planos paralelos.

Ejemplos de grupo infinito que generan dos reflexiones paralelas.

Este grupo se puede observar cuando nos sentamos en la silla del peluquero entre dos espejos paralelos.

Una idea geométrica diferente del mismo grupo abstracto D_ se obtiene al interpretar los generadores R y
R" como semigiros. Hay también una representacion intermedia en la que uno es una reflexion y el otro un
semigiro; pero en este caso, el producto no es ya una traslacion, sino una reflexion en deslizamiento.

Al continuar de esta manera, obtendremos pronto la lista completa de los siete grupos de simetria infinitos
unidimensionales: |as siete maneras esencialmente distintas de repetir un disefio en una franja o en una cinta:

Diserios tipicos Generadores Grupo abstracto
M...L L L L .. 1 traslacion } c
Gy... r o r . 1 reflexion en deslizamiento N
(i) ...v.V V V .. 2 reflexiones
(v)...N N N N .. 2 semigiros D,
V...V ANV AL 1 reflexion
y 1 semigiro
(vip...D D D D 1 traslacion
y 1 reflexion C.xD,
(vid...H H H H ..  3reflexiones D, xD,

En el caso (iii), ambos espejos son verticales y uno se encuentra en el punto medio de una 'V, de modo que
la refleja en si misma, mientras el otro la refleja en uno de sus vecinos; asi, una mitad de la V colocada entre
ambos espejos es la que origina el disefio entero. En los casos (vi) y (vii), hay un espejo horizontal y los
simbolos de la Gltima columna indican “productos directos”. En todos estos grupos hay cierta libertad de
eleccion de generador, con la excepcion de (i) y (ii); por ejemplo, en (iii) o en (iv) se podria substituir uno
de los dos generadores por una traslacion.

En un sentido estricto, estos siete grupos no son “unidimensionales”, sino que corresponden a una dimen-
sion de 15, es decir, se trata de grupos de simetria bidimensionales en los que interviene una traslacion en

una direccién. En un dmbito puramente unidimensional solamente hay dos grupos infinitos de simetria: C,
que es generado por una traslacion, y D_, que es generado por dos reflexiones (en espejos puntos).

Ejercicios para fijar ideas
1. Identifique los grupos de simetria de los disefios siguientes:

.bbbb ...

.bpbp ..

.bdbd ...

.bgbgqg..
.bdpgbdpgq ...

2. ;Cuadles son los grupos de simetria de (a) una cicloide; (b) la curva del seno?
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Ir. Diajojalao con los Wswer sobre los sistemas numéricos

|
A f
™ R

———  Continda de Lenitas Geométricas 7° época, N° 9, Apartado 2, Cap. “Construc-
ciones geométricas. Algebra de los cuerpos numéricos”

AN NUMEROS CONSTRUIBLES Y
CUERPOS DE NUMEROS

[

= mu\/f,,.. .- 1.Teoria general

En nuestra discusion previa queda indicado el fondo algebraico general de las construcciones geométri-
cas. Cada construccion con regla y compas consiste en una sucesion de operaciones de las enumeradas a
continuacién: 1) unir dos puntos por una recta; 2) hallar el punto de interseccion de dos rectas; 3) trazar
una circunferencia de radio y centro dados; 4) hallar los puntos de interseccion de una circunferencia con
otra circunferencia o con una recta.

RN

N

Algunas construcciones geométricas conocidas.

Un elemento (punto, recta, circunferencia) se considera conocido si se da desde el principio o si ha sido
construido en alglin paso previo. Para un andlisis teérico, podemos referir la construccién en conjunto a un
sistema de coordenadas x, y. Los elementos dados pueden representarse por puntos o segmentos en el pla-
no x, y. Si solo se da un segmento inicial, podemos tomarlo como unidad de longitud, lo que determina el
puntox =1,y =0.

A veces, aparecen elementos “arbitrarios”: se trazan lineas arbitrarias, se eligen puntos o radios arbitrarios. Un
ejemplo de elemento arbitrario aparece al construir el punto medio de un segmento: dibujamos dos circun-
ferencias de radios iguales, pero arbitrarios, con sus centros en los extremos del segmento, y unimos sus in-
tersecciones. En tales casos, elegimos el elemento de manera que sea racional; es decir, los puntos arbitrarios,
con coordenadas x, y racionales; las rectas arbitrarias ax + by + ¢ = 0, con coeficientes g, b, ¢ racionales; los
circulos arbitrarios, con centros en coordenadas racionales y radios racionales. Haremos siempre la eleccion
de los elementos arbitrarios de manera que sean racionales; si los elementos son verdaderamente arbitrarios,
esta restriccion no puede afectar al resultado de la construccion.
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Por sencillez, supondremos en la siguiente discusién que solo se da un elemento inicial, el segmento de
longitud 1. Podemos construir con regla y compas todos los nimeros que puedan deducirse de la unidad
mediante procesos racionales de suma, resta, multiplicacion y division; es decir, todos los nimeros racionales
r/s, siendo ry s enteros.

El sistema de los nGmeros racionales es “cerrado” respecto de las operaciones racionales; esto es, suma, dife-
rencia, producto o cociente de dos nlimeros racionales, excluyendo, como siempre, la division por cero, don-
de cero es también un nimero racional. Todo conjunto de nimeros que posea esta propiedad de ser cerrado
respecto de las cuatro operaciones se denomina cuerpo de niimeros.

Ejercicio para fijar ideas. Demuéstrese que todo cuerpo contiene al menos todos los
nGmeros racionales. Indicacién: Si a z 0 es un nimero del cuerpo F, entonces a/a =1
pertenece a F, y a partir de 1 se obtiene todo nimero racional por operaciones racionales.

Partiendo de la unidad, podemos construir el cuerpo completo de los nimeros racionales y, en consecuencia,
todos los puntos racionales (es decir, los puntos con ambas coordenadas racionales) del plano x, y. Podemos
obtener nuevos nimeros, irracionales, haciendo uso del compas para construir, por ejemplo, el nimero V2
que, como sabemos, no pertenece al cuerpo racional. Habiendo hecho esto mediante las construcciones
“racionales”, podemos hallar todos los nimeros de la forma

a+b2, €]

siendo a y b racionales y, por tanto, construibles. También podemos construir todos los nimeros de la forma

% ) (G+b\/§)(C+d\/§),

donde g, b, c y d son racionales. Por otra parte, estos nimeros pueden escribirse en la forma (1); en efecto:

a+b\/§=a+b\/§.c—dﬁ=ac—2bd+bc—adﬁ= +a\2
c+d\2 c+d2 c-d\2 -2 P -ad prave

siendo p y g racionales. (EI denominador ¢ - 2d2 no puede ser cero, pues si ¢ - 2d? = 0, entonces /2 =c/d,
lo que contradice la demostrada irracionalidad de +/2.) Igualmente

(a+bx/§)(c+d\/§) = (ac+2bd)+(bc+ad)x/§=r+sﬁ,

siendo r y s racionales. De aqui que todo cuanto podemos obtener con la construccion de V2 esel conjunto
de niimeros de la forma (1), siendo a y b racionales y arbitrarios.

\!

\
\%ﬁ« Ejercicio para fijar ideas. Siendo p=1++/2,9=2-+/2,r =-3++/2 ponganse bajo la forma
" gl (1) los nimeros

W K@/\W

e,

4y

N

r' 1-r’" q+pr’

Estos nimeros (1) forman un cuerpo, como muestra la discusion precedente. (Es obvio que la suma'y la di-
ferencia de dos niimeros de la forma (1) tienen también la misma forma.) Este cuerpo es mas amplio que el
cuerpo racional, que es una parte o subcuerpo de él. Pero, naturalmente, es menos amplio que el cuerpo de
todos los nimeros reales. Llamemos al cuerpo racional F, y al nuevo cuerpo de niimeros de la forma (1), F,.
La posibilidad de construir cualquier nimero del “cuerpo ampliado”F, ha sido ya establecida.

Podemos ahora extender el alcance de nuestras construcciones, por ejemplo, tomando un nimero de F, tal
como k =1++/2, y extrayendo la raiz cuadrada; obtenemos asi el niimero construible
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V1++/2 =k,
y con él, de acuerdo con lo visto, el cuerpo formado por todos los nimeros
p+avk @

donde ahora p y g son nimeros arbitrarios de F ; es decir, de la forma a+b\2, cona, b de F, esto es,
racionales.

Ejercicio para fijar ideas. Representar en la forma (2) los nimeros

1
LR VR (e R
1+vk (\/[)3_3 ’ 1+~/2k '

Todos estos nimeros han sido construidos en la hipétesis de un solo segmento dado inicialmente. Si se dan
dos, elegiremos uno de ellos como unidad de longitud, y supondremos que la longitud del otro segmento
medido con esta unidad es a.. Entonces, podemos construir el cuerpo G formado por todos los nlimeros de

la forma )
a.a”"+a, a" +...+a,0+0q,

ba"+b 0" +...+ba+b,

donde los nimeros a, ..., a_yb, ..., b_son racionales, y m y n enteros positivos.
\!
\
J
4 L@/W Ejercicio para fijar ideas. Dados los segmentos de longitudes 1 y a: construir 1 + o + o?,

A+a)/A-ow), .

ae

4y

Supongamos ahora, con mayor generalidad, que somos capaces de construir todos los nimeros de un cuerpo
F. Vamos a demostrar que el uso de la regla sola no nos permitira salir fuera del cuerpo F. La ecuacion de la
recta que une los puntos de coordenadas a,, b, y a,, b, pertenecientes a F, es:

(b1 - bz)x +(a,-a)y+ (alb2 - azbl) =0;

sus coeficientes son expresiones racionales formadas por niimeros de F'y, por definicién de cuerpo, también
pertenecen a F. Ademas, si tenemos dos rectas ox + By -y =0y a'x + B'y -y =0, con coeficientes de F, las
coordenadas de su punto de interseccion, halladas resolviendo este sistema de dos ecuaciones, son:

! ! ! !
e VI el (8
ap' -pa’ ap’ -pa’
Como estos son también nimeros de F, es evidente que el uso de la regla sola no nos permitira salir fuera de
los confines del cuerpo F.

X

y

Ejercicio para fijar ideas. Las rectas x++/2y-1=0,2x - y+~/2=0 tienen coeficientes del
cuerpo (1). Calcllense las coordenadas de su punto de interseccion y verifique que tienen

la forma (1). Unanse los puntos (1, ﬁ) y (\/51—\/5) mediante larectaax + by + c =0y
verifique que los coeficientes son de la forma (1). Hagase lo mismo respecto del cuerpo (2),
para las rectas

\/1+\/§x+\/5y=1, (1+\/§)x—y=1—\/1+\/§
y los puntos (\/5,—1),(1+«/5,\/1+\/§), respectivamente.
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Solo podemos salir de los confines de F haciendo uso del compas. Para conseguir esto, elegimos un elemento
k de F tal que vk no pertenezca a F. Entonces podemos construir vk y, por tanto, todos los niimeros

a+byk, 3)

donde a y b son racionales, o incluso elementos arbitrarios de F. La suma y diferencia de dos nimeros

a+bvk y c+dvk, suproducto (a+bﬁ)(c+d\/?)=(ac+kbd)+(ad+bc)x/p y su cociente,

arbik _(a+bVk)(c-dVk) ac-kbd be-ad -
c+dvk c? —kd>? c—kd® I —kd’

son de nuevo de la forma p+g+k siendo py g de F. (El denominador ¢ - kd? no puede anularse, salvo que
¢ y d sean ambos cero; en caso contrario, vk =c/d seria un nimero de F, mientras hemos supuesto que vk
no pertenecia a F.) Luego, el conjunto de ntimeros de la forma a+b+k forma un cuerpo F', que contiene el
cuerpo original F, pues podemos, en particular, elegir b = 0. F’ se llama cuerpo generalizado o extensién de
F,y F subcuerpo de F".

Como ejemplo, sea F el cuerpo a+b+/2, con ay b racionales y k =+/2. Entonces, los niimeros del cuerpo
generalizado F' se representan por p+q4/2, siendopy gdeF, p=a+bJ2,q=a' +b'\2 cona, b a' y b’
racionales. Todo niimero de F’ puede ser reducido a esta forma; por ejemplo,

) G- A i PeP) s

Vel (2 R)(V2-4R) -2 -1 -2 4-2aed
1 4
=(1+ﬁ)—(1+5ﬁ)ﬁ.

Ejercicio para fijar ideas.

Sea F el cuerpo p+gy2++/2, donde p y g son de la forma a+b+2, y ay b racionales. Re-

presentar en esa forma el nimero
1+\/2+\/§
2-3y2+2

Hemos visto que si partimos de un cuerpo F de nlimeros construibles que contiene el nimero k, entonces,
por medio de la regla y una (inica utilizacion del compés podemos construir vk y, en consecuencia, todos los
ntmeros de la forma a+bvk, en tanto que a y b sean de F.

Reciprocamente probaremos ahora que, mediante una sola aplicacion del compas, podemos obtener solo
nGmeros de esta forma. Pues lo que el compas realiza en una construccion es definir puntos (o sus coorde-
nadas) como intersecciones de una circunferencia y una recta, o de dos circunferencias. La circunferencia de
centro & m y radio r tiene como ecuacién (x—&)’ +(y -m)’ =r?; luego si &  y r pertenecen a F, la ecuacion
podra escribirse en la forma:

X2+ y?+20x + 20y +y=0,

con coeficientes a, By y de F. Una recta ax + by + ¢ = 0, que une dos puntos cuyas coordenadas estan en F,
tiene coeficientes g, b, ¢ de F, como ya hemos visto. Eliminando y entre estas dos ecuaciones obtenemos para
la abscisa x de un punto de interseccion de la circunferencia y la recta una ecuacién cuadratica de la forma
Ax? + Bx + C = 0, cuyos coeficientes A, B, C de F son A = a’ + b%, B = 2(ac + b’a. — abp), C = c* - 2bcf + by.

La solucion viene dada por la formula
_ —Bx+B' -4AC

X=—7—,
2A

que es de la forma p + gk, con p, g, k de F. Una formula analoga nos da la ordenada y del punto de inter-
seccion. Por otra parte, si tenemos dos circunferencias:
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x*+ Y +20x + 2By +y =0,
x*+y +20/x+ 2By +y' =0,
restando la segunda ecuacion de la primera, obtenemos la ecuacion lineal

200 -adx+2(B-Bhy+(y-v) =0,

que puede resolverse junto con la ecuacién de la primera circunferencia, como antes. En uno y otro caso, la
construccion da las coordenadas x e y del punto o de los dos nuevos puntos, y estas cantidades son de la
forma p+gvk, conp, g, k de F. En particular, naturalmente, vk puede pertenecer a F; por ejemplo, cuando
sea k = 4. Entonces, la construcciéon no proporciona nada esencialmente nuevo, y no salimos de F. Pero este
no es el caso general.

Sv?\Q«\\s

N . o . . . s . . .
o oAy Ejercicio para fijar ideas. Considérese el circulo de radio 2v/2 con centro en el origen, y la

[@/W} recta que une los puntos (%0 (4\/5\/5) Hallar el cuerpo F’ determinado por las coorde-

Sy 7 nadas de los puntos de interseccion de la circunferencia y la recta. Hagase lo mismo respecto
(XQ a de la interseccion de la circunferencia dada con la de radio \/5/2 y centro (0, 2\5)

4y

Resumiendo otra vez: dadas ciertas cantidades iniciales, podemos construir solo con la regla todas las
cantidades del cuerpo F engendrado mediante procesos racionales a partir de estas cantidades. Usan-
do el compas, es posible extender el cuerpo F de las cantidades construibles a un cuerpo mas amplio,
eligiendo un niimero k de F, extrayendo su raiz cuadrada y construyendo el cuerpo F' constituido por
todos los nimeros de la forma a+b+/k, donde ay b son de F.

Este es un subcuerpo de F’, porque todas las cantidades de F estan también contenidas en F’, ya que en la ex-
presion a+byk podemos elegir b = 0. (Se supone que vk es un nuevo niimero no perteneciente a F, pues
de otro modo el proceso de adjuncion de vk no variaria la situacion, y F' seria idéntico a F.) Hemos probado
que todo paso en una construccion geométrica (trazado de la recta que une dos puntos, de la circunferencia
de centro y radio dados, o determinacion de la interseccién de dos rectas o circunferencia conocidas) puede,
bien producir cantidades del cuerpo ya conocido o, mediante la construccién de una raiz cuadrada, dar lugar
a un nuevo cuerpo ampliado de niimeros construibles.

La totalidad de los nimeros construibles puede ser descrita ahora con precision. Partimos de un cuerpo dado
F,, definido por cantidades iniciales dadas; por ejemplo, el cuerpo de todos los nimeros racionales, si solo
se da un segmento, elegido como unidad. A continuacion, mediante la adjuncion de \/E donde k es de F,
pero no \/E formamos el cuerpo ampliado F, de niimeros construibles, que consta de todos los nimeros de
la forma a, +b0\/E, en que a,y b, son nimeros cualesquiera de F . Después se define F, nueva extension de
F,, como conjunto de todos los nimeros de la forma a, +b1\/E. Siendo a, y b, nimeros de F, y k, un namero
de F, cuya raiz cuadrada no esta en F,. Repitiendo este proceso, podemos obtener un cuerpo F_después de
n adjunciones de raices cuadradas. Nimeros construibles son aquellos y solo aquellos que pueden hallarse
mediante una tal sucesion de cuerpos ampliados, esto es, que pertenecen a un cuerpo F_del tipo descrito.
La magnitud del nimero n de extensiones necesarias no importa; solo mediria el grado de complejidad del
problema. El siguiente ejemplo puede aclarar el proceso. Deseamos obtener el niimero

«/g+\/\/\/1+\/§+\/§+5.

Sea F el cuerpo de los nimeros racionales. Hagamos k = 2, obteniendo el cuerpo F,, que contiene el nimero

1++/2. Ahora tomamos k, =1++/2 y k, = 3. Por supuesto, 3 esta en el cuerpo original F, y a fortiori en el
cuerpo F,, por lo cual es perfectamente licito elegir k, = 3. Luego tomamos k, =V1++/2 +4/3 y, finalmente,

k, =\\W1+~/2 ++/3 +5. El cuerpo F, asi construido contiene el nimero deseado, pues 6 esta asu vez en

F,, yaque V2 y NEY y en consecuencia su producto, estan en F, y también, por tanto, en F..
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«\\‘ Ejercicio para fijar ideas.

2o\ Verifique que, partiendo del cuerpo racional, el lado del 2™-agono regular es un nimero construi-
ble, conn=m-1. Determine lasucesion de cuerpos generalizados. Hagase lo mismo con los nime-

r0s V1+v2+3 -5, (\E+\/ﬁ)/(1+m), (m)(%+\/l+\/2+\/§+\/3—ﬁ ,

2. Todos los nimeros construibles son algebraicos

Si‘el cuerpo F inicial es el cuerpo racional engendrado por un Gnico segmento, entonces todos
los nimeros construibles son algebraicos. Los nimeros del cuerpo F, son raices de ecuaciones DN
cuadraticas; los de F,, raices de ecuaciones de cuarto grado; y, en general, los nimeros de F, son
raices de ecuaciones de grado 2%, con coeficientes racionales. Para probar esto para el cuerpo F,,

=7

consideremos como ejemplo x =+/2 ++/3++/2. Tenemos

(x-ﬁ)z =342, X’+2-22x=3+V2 o x'-1 =\/5(2x+1),
ecuacion cuadratica con coeficientes del cuerpo F,. Si elevamos al cuadrado, obtenemos finalmente
-1y =2(2x +1)?,

que es una ecuacion de cuarto grado con coeficientes racionales. En general, todo namero del cuerpo F,
tendra la forma

x=p+qw, @)

donde p, g y w pertenecen al cuerpo F, y, por ello, son de la forma p=a+bJs, g=c+ds, w=e+fs,
siendoa, b, ¢, d, e, fy s racionales. De (4) tenemos

x? = 2px + p’ = g'w,

cuyos coeficientes pertenecen todos al cuerpo F,, engendrado por \Js. Por tanto, esta ecuacion puede escri-
birse en la forma

x2+ux+v=x/;(rx+t),

siendo r, s, t, u'y v racionales. Elevando al cuadrado ambos miembros, obtenemos una ecuacién de cuarto

grado
(x2+uz+v)2 =s(rx+t)’ (5)

con coeficientes racionales, seglin queriamos ver.

Ejercicios de entrenamiento

1. Hallar ecuaciones con coeficientes racionales para:
a) x=\/2+\/§; b) x =2 +/3; o) X=1/\]5+x/§.

2. Hallense por métodos analogos ecuaciones de octavo grado para:

a) x=\/2+\/2+\/§; b) x=v2+41+43; © x=1+\/5+\/3+ﬁ.

Para demostrar el teorema general si x es un cuerpo F, con k arbitrario, probariamos, mediante el procedi-
miento usado antes, que x satisface a una ecuacion cuadratica con coeficientes de F,_. Repitiendo este pro-
cedimiento, encontrariamos que x satisface a una ecuacion de grado 2* = 4 con coeficientes de F,_, etcétera.

«\\s
\%ﬁ . .. . . . .. .
"6\ Ejercicio para fijar ideas. Completar por induccion la demostracion general para probar que
) = x satisface a una ecuacion de grado 2'con coeficientes de F,_, siendo 0 </ < k. Este enunciado

k-1I"
) paral=kes el teorema deseado.
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111 Dialojw@o con los estudiantes sobre

la ?robabih'dad ¥ la ?rojrmnado'n lineal
sQué es la vealidad?

Continda de Lenitas Geométricas 7° época, N° 9, Cap. “Los mdgicos nlimeros
complejos”

LA REPRESENTACION GRAFICA
DE LOS NUMEROS COMPLE)OS

El sello de Carl Friedrich Gauss llevaba escrito el lema: pauca sed matura
(“poco pero maduro”) y lo cierto es que su mente estaba tan rebosante de
ideas originales que no tenia materialmente tiempo de verlas madurar a todas ellas hasta el punto de perfec-
cién en que insistia antes de publicarlas. Sin embargo, su descubrimiento decisivo del 30 de marzo de 1796 si
lo anunci6 pablicamente en una revista literaria. Siempre estuvo tan orgulloso de este descubrimiento que,
a imitacién de Arquimedes, antiguo rival en talla matematica, expreso el deseo de que se grabara sobre su
tumba un poligono regular de 17 lados. Este deseo no se cumplié nunca porque el testarudo cantero en-
cargado de tallar la lapida se negd en redondo, insistiendo en que la figura resultante no se distinguiria de
una circunferencia, pero al menos en el monumento a Gauss en Brunswick puede verse tallado realmente el
egregio poligono.

;Sabias que Carl Friedrich Gauss naci6 en Brunswick (en aleman, Braunschweig), en Alemania? ;Sabias que en su ciudad natal hay
una plaza donde se erigi¢ una estatua dedicada a él? ;jPodrias imaginar qué forma tiene el contorno de la plaza? Y vamos por el
contorno de la plaza. ; Qué imaginais que podra ser? Una curva relacionada con Gauss que pueda servir de contorno de una plaza
en la que hay una estatua de Gauss. jjExacto!! La famosisima campana de Gauss.

Durante breves periodos de tiempo Gauss abandonaba Gotinga para asistir a la Universidad de Helmstadt, y
fue en esta Gltima en la que recibi6 su doctorado en 1798. La tesis, publicada en Helmstadt en 1799, lleva en
latin el aplastante titulo: “Nueva demostracién del teorema que afirma que toda funcién algebraica racional
y entera de una variable puede resolverse en factores reales de primero o de sequndo grado”. Este teorema,
al que Gauss se referiria mas tarde con el nombre de teorema fundamental del élgebra, es esencialmente la
proposicion conocida en Francia como el teorema de dAlembert, pero Gauss demostro que todos los inten-
tos de demostracion, incluyendo algunos de Euler y de Lagrange, eran incorrectos.

La representacion grafica de los nimeros complejos habia sido descubierta ya en 1797 por Caspar Wessel
(1745-1818) y publicada en la revista de la Academia de Ciencias danesa en 1798, pero lo cierto es que la
obra de Wessel pasé usualmente inadvertida, y asi el plano de los nimeros complejos se suele denominar
hoy como plano de Gauss, a pesar de que Gauss no publicé sus ideas al respecto hasta unos 30 afios mas
tarde. Desde la época de Albert Girard era bien conocido que los nimeros reales, positivos, cero y negativos
se pueden representar en correspondencia con los puntos de una recta.

Wallis habia llegado a sugerir incluso que los nimeros imaginarios puros se podrian representar por los pun-
tos de una recta perpendicular al eje de los nimeros reales. Sin embargo, sorprendentemente, nadie antes
que Wessel y Gauss pensé en franquear la obvia etapa de considerar las partes real e imaginaria pura de un
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nimero complejo a + bi como las dos coordenadas rectangulares de un punto en el plano, al cual estaria
asociado dicho nimero complejo.

El cubrir esta simple etapa hizo sentirse a los matematicos mucho mas Gtiles con los nimeros imaginarios, ya
que ahora podian visualizar en el sentido de que todo punto del plano correspondia a un nimero complejo
y viceversa. Ver es creer, es bien cierto, y las viejas ideas acerca de la no existencia de los nimeros imaginarios
fueron abandonadas por casi todos los matematicos.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

La tesis doctoral de Gauss venia a demostrar que toda ecuacion polindmica f(x) = 0 tiene
al menos una raiz, ya sean los coeficientes reales o complejos. No podemos entrar aqui
en los detalles de la demostracién, pero una ilustracién indicara por lo menos las lineas
generales que seguian las ideas de Gauss. Vamos a resolver la ecuacion z? -4i = 0 grafica-
-7~ mente, probando para ello que hay un valor complejo z = a + bi que satisface la ecuacion.

Sustituyendo en ella z por a + bi y separando partes reales e imaginarias, nos queda que
a’-b?>=0yab-2=0. Interpretando a y b como variables y representando estas dos ecuacio-
nes en un mismo sistema de ejes de coordenadas, en abscisas la parte real a y en las ordenadas la parte
imaginaria pura b, obtenemos dos curvas: la primera consiste en el par de rectasa+b =0ya-b=0,yla
segunda es la hipérbola equilatera ab = 2 (figura siguiente).

b

Esta claro por la representacion grafica que las dos curvas se cortan en un punto P en el primer cuadrante (es,
incidentalmente, en otro P’ en el tercero).

Obsérvese en particular que una rama de la primera curva se aleja del origen en las direcciones 6 = 1/4 y 6 =
31t/4, y que una rama de la segunda curva se acerca asintdticamente a las direcciones 6 = 0nt/4y 0 = 27/4; el
punto de interseccion esta entre las dos direcciones 8 =0y 6 = t/2. Las coordenadas a y b de este punto de
interseccion son las partes real e imaginaria del nimero complejo que es solucién de la ecuacion z2 - 4/ = 0.

Si nuestra ecuacion polinémica original hubiera sido de tercer grado en vez de segundo grado, habria habido
una rama de una de las dos curvas aproximandose a las direcciones 6 = 1nt/6 y 8 = 3n/6, y la otra curva se
aproximaria a las direcciones 8 = 0xt/6 y 6 = 27t/6. Las ramas son continuas en todos los casos; por lo tanto,
tienen que cortarse en algn punto en el angulo que va de 6 = 0 a 6 = /3. Para una ecuacion de grado n
habra una rama de una de las dos curvas con direcciones asintéticas 6 = 1t/2n y 6 = 37/2n, mientras que una
rama de la otra curva tendra las direcciones asintoticas 6 = 0/2n y 6 = 27t/2n, y estas dos ramas tienen que
cortarse necesariamente en un punto entre 8 =0y 8 =nt/n, y las coordenadas a y b del punto de interseccion
seran de nuevo las partes real e imaginaria de un niimero complejo que es una raiz de la ecuacion.
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Vemos pues asi que, sea cual sea el grado de la ecuacion polinémica, debe tener al menos una raiz compleja.
A partir de este resultado se puede demostrar ya facilmente el teorema de la tesis de Gauss de que un poli-
nomio cualquiera se puede factorizar en factores reales lineales y cuadraticos.

La demostracion del teorema fundamental del algebra dada por Gauss en su tesis se basa en parte en conside-
raciones geométricas, lo que no resultaba del todo satisfactorio. Aflos mas tarde, en 1816, publicé dos nuevas
demostraciones, asi como otra en 1850, pugnando siempre por encontrar una prueba puramente algebraica.

Las contribuciones Wessel. En mayo de 1782, Wessel fue liberado de su trabajo con la Real Academia
Danesa para que pudiera realizar un estudio trigonométrico del ducado de Oldenburg. Wessel trabajé en el
estudio de Oldenburg hasta el verano de 1785, cuando regresé a su puesto en la Real Academia Danesa. El
fue desarrollando métodos matematicos cada vez mas sofisticados, los cuales explicé plenamente en un in-
forme que escribié en 1787. Este informe ya contenta la brillante aportacion matematica de Wessel, es decir,
la interpretacion geométrica de los nimeros complejos.

En 1796, Wessel habia terminado la triangulacion de Dinamarca y utiliz6 los datos obtenidos para elaborar el
primer mapa exacto del pais. En el mismo afio escribié su primer y (inico documento matematico, en el cual
expresaba la interpretacion geométrica de los nimeros complejos, y lo presentd en una reunién de la Real
Academia Danesa el 10 de marzo de 1797. Este documento no fue publicado hasta 1799.

EL PLANO COMPLE)JO DE CASPAR WESSEL ®

Para ver lo que esta pasando aqui, serd importante utilizar la ahora estandar representacion < ﬂ
geométrica de los nimeros complejos en el plano euclideo. Caspar Wessel en 1797, Jean Ro-
bert Argand en 1806 —quien fue un contable y tenedor de libros y un talentoso matematico
autodidacta francés nacido en Suiza que describi6 en 1806, mientras trabajaba en una tienda
de libros en Paris, la representacion geométrica de los nimeros complejos, publicando la idea
de lo que se conoce como plano de Argand-, John Warren en 1828 y Carl Friedrich Gauss
mucho antes de 1831 dieron todos ellos, de forma independiente, con la idea del plano
complejo, graficado a continuacion,
Eje imaginario

3i
-1+2i 2] 1+2i .
zl=x +1y
Yp=-""1-~°7° f
-1+ i 1+i 2+ :3+i
I
1
o) : o>
-2 -1 0 1 2| x 3 .
Eje real
-1-i i 1-i 2-i 3-i

El plano complejo de z = x + iy. En coordenadas cartesianas (x, y), el eje x dirigido horizontalmente hacia la derecha
es el eje real; el eje y dirigido verticalmente hacia arriba es el eje imaginario.

en el que ofrecieron interpretaciones geométricas claras de las operaciones de adiciéon y multiplicacion de
nGmeros complejos. En la figura se utilizan ejes cartesianos estandar, con el eje x apuntando horizontalmente
hacia la derecha y el eje y apuntando verticalmente hacia arriba. El niimero complejo

Z=X+1Iy
viene representado como el punto del plano con coordenadas cartesianas (x, y).
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Ahora tenemos que considerar un nimero real x como un caso particular del nimero complejo z = x + iy en
el que y = 0. Asi pues, debemos contemplar que el eje x de nuestro diagrama representa la recta real (es decir,
la totalidad de los nimeros reales, ordenados linealmente a lo largo de una recta). El plano complejo nos da
asi una representacion grafica directa de como se amplia el sistema de los nlimeros reales para convertirse en
el sistema completo de los nimeros complejos. Esta recta real se suele conocer como el eje real en el plano
complejo. En correspondencia, el eje y se conoce como el eje imaginario. Consiste en todos los multiplos de
i por un nmero real.

Volvamos ahora a nuestras dos funciones que hemos estado tratando de representar en términos de series
de potencias. Tomabamos estas como funciones de la variable real x, a saber, (1 - x?)y (1 + x*)™, pero ahora
vamos a extender dichas funciones de modo que se aplican a una variable compleja z.

Representacion de estas funciones analizadas mas arriba.

No hay ninglin problema en hacer esto: simplemente escribimos estas funciones ampliadas como (1 -x?)*y
(1 +x2)* respectivamente. En el caso de la primera funcion real (1 - x*)™! somos capaces de reconocer donde
empezaban los problemas de “divergencia”, puesto que la funcién es singular (en el sentido de que se hace
infinita) en los dos lugares x = -1 y x = +1; pero con (1 +x?)™ no vimos ninguna singularidad en estos lugares
y, de hecho, ninguna singularidad real en absoluto. Sin embargo, en términos de la variable compleja z, ve-
mos que estas dos funciones son mucho mas parecidas. Hemos advertido las singularidades de (1 - z*)™ en
dos puntos z = +1 a distancia unidad del origen a lo largo del eje real; pero ahora vemos que (1 + z*)™* tiene
también singularidades, a saber, en los dos lugares z = +i (puesto que entonces 1 + z? = 0), siendo estos los
dos puntos situados a distancia unidad del origen en el eje imaginario.

Pero, qué tienen que ver estas singularidades complejas con la cuestion de la convergencia o divergen-
cia de la serie de potencias correspondiente?

Hay una respuesta sorprendente a esta pregunta. Ahora debemos considerar nuestras series de potencias
como funciones de la variable compleja z, en lugar de la variable real x, y podemos preguntar por aquellas
localizaciones de z en el plano complejo para las que la serie converge y aquellas para las que diverge.

La notable respuesta general para cualquier serie de potencias
2 3
a,+az+az+az +..,

es que existe un circulo en el plano complejo, centrado en 0, llamado circulo de convergencia, con la propie-
dad de que si el nimero complejo z esté estrictamente dentro del circulo, entonces la serie converge para
dicho valor de z, mientras que si z esta estrictamente fuera del circulo, entonces la serie diverge para dicho
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valor de z. (Si la serie converge o no cuando z esta exactamente sobre el contorno del circulo es realmente
una cuestion algo delicada en la que no entraremos ahora, pero tiene cierta relevancia para las cuestiones a
que llegaremos mas adelante.)

En este enunciado estamos incluyendo las dos situaciones limite: aquella para la que la serie diverge para to-
dos los valores no nulos de z, cuando el circulo de convergencia se ha contraido hasta un radio cero, y aquella
en que converge para todo z, en cuyo caso el circulo se ha dilatado hasta un radio infinito. Para encontrar
dénde esta realmente el circulo de convergencia para una funcién dada, miramos en qué parte del plano
complejo estan localizadas las singularidades, y dibujamos el circulo més grande con centro en el origen z=0
y que no contenga ninguna singularidad en su interior (esto es, lo dibujamos de forma que pase por la sin-
gularidad mas proxima al origen).

En los casos particulares (1 - z*)" y (1 + z)™ que hemos estado considerando, las singularidades son de un
tipo simple denominado polos (que surgen donde se anula un polinomio que aparece como divisor en una
expresion). Aqui todos estos polos estan a distancia unidad del origen, y vemos que el circulo de convergen-
cia es, en ambos casos, el circulo unidad alrededor del origen. Los lugares donde dicho circulo corta al eje real
son los mismos en ambos casos, a saber, los dos puntos z = +1, como se ve en la figura siguiente.

A

— —__
— ~
g%
OI0S para
/R \

—, |,

-1
* o -
Polos
\ Converge para
(1 + 21
\\ y

En el plano complejo, las funciones (1 - z2) y (1 + z2) tienen el mismo circulo de convergencia, habiendo polos para la primera
enz = £1 y polos para la segunda en z = i, todos ellos a la misma distancia (unidad) del origen.

Esto explica por qué las dos funciones convergen y divergen en las mismas regiones, un hecho que no era
manifiesto simplemente a partir de sus propiedades como funciones de variables reales. Asi pues, los nG-
meros complejos nos ofrecen ideas profundas sobre el comportamiento de series de potencias, ideas que
sencillamente no estan disponibles a partir de la consideracion de su estructura en variable real.

COMO SE CONSTRUYE EL CONJUNTO DE MANDELBROT

El conjunto de Mandelbrot es un famoso fractal definido en el plano complejo. Se
crea iterando la formula z = z> + ¢, donde ¢ es un nimero complejo fijo. Los puntos
en el plano complejo que producen secuencias acotadas al iterar la formula pertene-
cen al conjunto de Mandelbrot. El conjunto de Mandelbrot es el mas estudiado de
los fractales. Se conoce con ese nombre en honor al matematico Benoit Mandelbrot
(1924-2010), que investigd sobre este conjunto.

Para terminar el tema del plano complejo, consideremos otro tipo de cuestion convergencia/divergencia. Es
la que subyace en la construccion de esa configuracion extraordinaria, ya mencionada y mostrada, conocida
como el conjunto de Mandelbrot. De hecho, este es solo un subconjunto del plano complejo de Wessel, que
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puede definirse de un modo notablemente simple si lo comparamos con la extrema complicacién de dicho
conjunto.

Todo lo que tenemos que hacer es examinar las aplicaciones repetidas del reemplazamiento
z—=27'+¢,

donde ¢ es un nlmero complejo escogido. Consideremos ¢ como un punto en el plano complejo y empece-
mos con z = 0. Entonces, iteramos esta transformacion (es decir, la aplicamos repetidamente unay otra vez) y
vemos como se comporta el punto z en el plano complejo. Si escapa al infinito, entonces el punto ¢ se marca
en color blanco. Si z se mueve por cierta region restringida sin llegar nunca al infinito, entonces ¢ se marca en
color negro. jLa region negra nos da el conjunto de Mandelbrot!

Describamos este procedimiento con un poco mas de detalle. ; Como procede la iteracion? En primer lugar,
fijamos c. Luego, tomamos alglin punto z y aplicamos la transformacion, de modo que z se convierte en x2 + c.
Después la aplicamos otra vez, de modo que ahora reemplazamos la “z” en z* + ¢ por z> + ¢ y obtenemos
(2> + ¢)? + c. A continuacion, reemplazamos la “z” en z> + ¢ por (22 + ¢)* + ¢, de modo que nuestra expresion
se convierte en ((Z2 + ¢)? + ¢)? + ¢. Luego continuamos reemplazando la“z"en z2 + c por ((Z> + ©)* +c)* + ¢, y

obtenemos (((z> + ¢)* + ©)* + ¢)* + ¢, y asi sucesivamente.

Veamos ahora qué sucede si empezamos en z = 0 e iteramos de esta manera. (Simplemente ponemos z = 0
en las expresiones anteriores.) Obtenemos la secuencia

0, C, 2+ @+0)?+c, ¢+ +0)?+gc,

Esto nos da una sucesion de puntos en el plano complejo. (Si trabajaramos con una computadora, no utili-
zariamos las expresiones algebraicas anteriores, sino que procederiamos de forma puramente numérica para
cada eleccion individual del nimero complejo c. Resulta mucho mas “barato” computacionalmente hacer la
aritmética desde el principio cada vez.) Ahora, para cualquier valor dado de ¢, puede suceder una de dos
cosas: (i) los puntos de la secuencia se alejan a distancias cada vez mayores, es decir, la secuencia no esta
acotada; o (ii) cada uno de los puntos yace a una distancia del origen menor que cierto valor dado (es decir,
dentro de cierto circulo alrededor del origen) en el plano complejo, o sea, la secuencia esté acotada. Las re-
giones blancas de la figura siguiente

(a) El conjunto de Mandelbrot. (b), (c) y (d) Algunos detalles que ilustran ampliaciones de las regiones correspondientemente
marcadas en la figura (a), aumentadas por factores lineales respectivos 11,6, 168,9 y 1 042.

son las localizaciones de ¢ que dan una secuencia no acotada (i), mientras que las regiones negras son las
localizaciones de ¢ para las que se da el caso (ii); el conjunto de Mandelbrot propiamente dicho es la tota-
lidad de la regién negra. En las imagenes del conjunto de Mandelbrot generadas por computadora (tales
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como la que estamos analizando), podemos computar indefinidamente para asegurar que una secuencia en
apariencia acotada esta realmente acotada. Es habitual “cortar” la iteracién al cabo de un nimero apropiado
de pasos. Sin embargo, retrasar simplemente el corte no mejora necesariamente la apariencia exacta de una
imagen, porque los filamentos tienden a desaparecer.

La complejidad del conjunto de Mandelbrot surge del hecho de que la secuencia iterada puede permanecer
acotada de muchas maneras diferentes, y a veces muy complicadas. Puede haber combinaciones de ciclos y
“casi” ciclos de varios tipos, que puntean el plano de diversas formas complicadas, pero nos llevaria dema-
siado lejos tratar de entender en detalle como surge la extraordinaria complejidad de este conjunto, donde
estan implicadas cuestiones sutiles de analisis complejo y teoria de nimeros.

Geowmetria de lojanltmor,/wfevwia/:)/ raices

LA GEOMETRIA DEL ALGEBRA COMPLEJA

Los aspectos de la magia de los nimeros complejos discutidos anteriormente implican muchas
sutilezas, de modo que retrocedamos un poco y consideremos algunos otros fragmentos de
magia mas elemental, aunque igualmente enigmaticos e importantes. En primer lugar, veamos
cdmo se representan geométricamente en el plano complejo las reglas para la suma y la mul-
tiplicacion que encontramos. Podemos presentarlas como la ley del paralelogramo y la ley del
triangulo semejante, respectivamente, que se muestran en las figuras que siguen.

A

W+ 2z

a) b)

Descripcion geométrica de las leyes basicas del lgebra de los niimeros complejos.
(a) Ley del paralelogramo de la adicién: 0, w, w + z, z dan los vértices de un paralelogramo.
(b) Ley del triangulo semejante de la multiplicacion: los triangulos con vértices 0, 1, w y 0, z, wz son semejantes.

En concreto, para dos nlimeros complejos generales w y z, los puntos que representan w + z y wz vienen
determinados por las respectivas afirmaciones:

los puntos 0, w, w + z, z son los vértices de un paralelogramo

los tridngulos con vértices 0, 1, w y 0, z, wz son semejantes.

(Aqui se han adoptado los convenios usuales sobre ordenamientos y orientaciones. Por eso, se entiende que
recorremos el paralelogramo ciclicamente, de modo que el segmento de recta que va de w aw + z es paralelo al
que vade 0 az etc.; mas adn, la relacion de semejanza entre los dos triangulos no incluye “reflexion”. Ademas,
hay casos especiales en que los triangulos y el paralelogramo degeneran de varias maneras.) Podemos examinar
las distintas posibilidades. Podemos probar estas reglas por trigonometria y calculo directo. Sin embargo, hay
otra manera de considerar estas cosas, que evita el calculo detallado y proporciona intuiciones mayores.

Consideremos la suma y la multiplicacién en términos de diferentes aplicaciones (o transformaciones) que
conciernen el plano complejo entero en si mismo. Cualquier nmero complejo w dado define una aplicacién
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suma y una aplicacion multiplicacién. Estas son las operaciones que, cuando se aplican a un nimero comple-
jo arbitrario z, sumaran w a z y haran el producto de w por z, respectivamente; es decir,

Z>W+ZyzZ—> Wz

Es facil ver que la aplicacién suma desliza simplemente el plano complejo sin rotacién ni cambio de tamarfio
o forma —un ejemplo de una traslacién- desplazando el origen 0 al punto w (ver la figura siguiente).

A
W+2z
Z/V
/ /
//'
w
0/. — »
1
/ /
/

La aplicacién suma “+ w” proporciona una traslacion del plano complejo, que envia 0 a w.

La ley del paralelogramo es basicamente una reformulacion de esto. Pero, ;qué pasa con la aplicacion mul-
tiplicacion? Esta proporciona una transformacion que deja el origen fijo y conserva las formas -y que envia
1 al punto w-. En el caso general combina una rotacién con una dilatacién (o contraccion) uniforme (ver la
figura siguiente).

A wz
\Z
f\
N
— ')W
[ ]
R /
4 |
1"_) 1
N e

La aplicacién multiplicacién “x u” proporciona una rotacion con dilatacién (o contraccién)
del plano complejo en torno a 0, que envia 1 a w.

Sugerimos probar esto sin clculo detallado, y sin trigonometria. (Indicacién: Esto es una consecuencia de
la “ley distributiva” w(z, + z,) = wz, + wz,, que muestra que se conserva la estructura lineal del plano com-
plejo, y w(iz) = i(wz), que muestra que se conserva la rotacién de un angulo recto, es decir, se conservan los
angulos rectos.)

La ley del triangulo semejante muestra esto de modo efectivo. Esta aplicacién tendra una especial impor-
tancia para nosotros. En el caso particular w =/, la aplicacion multiplicacion es simplemente una rotacion

a izquierdas (o sea, en sentido contrario a las agujas del reloj) de un angulo recto (En) Si aplicamos esta

operacion dos veces, obtenemos una rotacion de x, que es simplemente una reflexion respecto del origen; en
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otras palabras, es la aplicacion multiplicacion que hace corresponder a cada nimero complejo z su negativo.
Esto nos proporciona una realizacion grafica de la “misteriosa” ecuacion i? = -1, que se muestra en la figura
siguiente.

La operacion concreta “multiplicar por i” se realiza en el plano complejo, como la transformacion geométrica
“rotar un angulo recto”. Se visualiza asi la “misteriosa” ecuacion i> = -1.

La operacion “multiplicar por i” queda realizada como la transformacién geométrica “rotar un angulo rec-
to”. Visto de este modo, no parece tan misterioso que el “cuadrado” de esta operacion (es decir, hacerla dos
veces) produzca el mismo efecto que la operacion de “tomar el negativo”. Por supuesto, esto no elimina la
magia y el misterio de por qué el dlgebra compleja funciona tan bien, ni nos habla de un papel fisico claro
para estos nimeros. Podriamos preguntarnos, por ejemplo: ;por qué rotar solo en un plano? ; Qué pasa en
tres dimensiones? Mas adelante abordaremos diferentes aspectos de esta cuestion.

En nuestra descripcion de un nimero complejo en el plano utilizabamos las coordenadas cartesianas estan-
dar (x, y) para un punto en el plano, pero alternativamente podriamos utilizar las coordenadas polares [r,
8]. Aqui, el nimero real positivo r mide la distancia al origen y 6 mide el &ngulo que forma la recta que une
el origen y el punto z con el eje real, medido dicho angulo en sentido contrario a las agujas del reloj (ver la
figura de la pagina siguiente).

GEOMETRIA'

L IM_AGINACM"
t ol

Un libro para imaginar, jugar y construir figuras;
para comprender el pensamiento y el para qué
de la geometria moderna.

PROBLEMAS GEOMETRICOS

LIBRO DE ENTRENAMIENTO BASICO

Q red fenchu@oma.org.ar
olimpica <. 1148268976 9 +549 115035 7537

iHacé tu pedido!
En la Red Olimpica realizamos envios de todos nuestros titulos
a todo el pais bajo el sistema contra reembolso o delivery.
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Al pasar de coordenadas cartesianas (x, y) a coordenadas polares [r, 8], tenemos z = x + iy = re”.
El médulo r = |z] es la distancia al origen y el argumento 6 es el angulo que forma la recta que va
del origen a z con el eje real, medido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

La cantidad r se conoce como el médulo del nimero complejo z, que solemos escribir como r = |z|, y 6
como su argumento (o, en teorfa cuantica, se conoce a veces como su fase). En el caso z = 0, no tenemos
que preocuparnos por 6, pero podemos seguir definiendo r como la distancia al origen, que en este caso da
simplemente r = 0.

Para ser mas precisos, podriamos insistir en que 0 esté comprendido en un intervalo concreto, tal como
-1t < 0 =7 (que es el convenio estandar). Alternativamente, podemos considerar simplemente el argumento
como algo con la ambigtliedad de que esta permitido afadirle mdltiplos enteros de 2t sin que nada se vea
afectado. Se trata solo de que, cuando medimos el angulo, podemos dar tantas vueltas alrededor del origen
como queramos y en cualquier sentido, como se ve en la figura siguiente.

A

0+2m

Si no insistimos en —x < 6 < &, podemos permitir que z dé muchas vueltas alrededor del origen,
sumando cualquier maltiplo entero de 2t a 0.

(Este segundo punto de vista es en realidad el mas profundo, y enseguida tendra algunas implicaciones para
nosotros.) A partir de la figura siguiente y la trigonometria elemental, vemos que x =r cos 6 e y =r sen 6:
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y=rsen®

X=1rcos0

Relacion entre las formas cartesiana y polar de un nimero complejo: x =r cos 6, e y = r sen 8, donde reciprocamente

r=yx’+y* y 6=tan? (y/x).

y reciprocamente que

r=\x*+y*y 6=tan'1%,

donde 6 = tan"'(y/x) significa un valor concreto de la funcién multivaluada tan™. Para aquellos que han olvi-
dado la trigonometria, las dos primeras formulas simplemente reexpresan las definiciones del seno y el cose-
no de un angulo en términos de un tridngulo rectangulo: “el coseno de un angulo es igual al lado adyacente
dividido por la hipotenusa”y “el seno de un angulo es igual al lado opuesto dividido por la hipotenusa”,
siendo r la hipotenusa; las dos siguientes expresan el teorema de Pitdgoras y, en forma inversa, “la tangente
de un angulo es igual al lado opuesto dividido por el lado adyacente”. Asimismo, habria que advertir que
“tan'” es la funcién inversa de “tan”, y no el reciproco, de modo que la ecuacién anterior 6 = tan*(y/x)
representa tan 6 = y/x. Finalmente, existe una ambigiiedad en tan™, pues puede afadirse a 0 cualquier
maltiplo entero de 2m y la relacién seguira siendo valida. En la misma direccién deberiamos sefalar que las
funciones trigonométricas cot 0 = cos 8/sen 6 = (tan 0), sec 6 = (cos q) y cosec 0 = (sen 0)* asi como las

. iy o . . " 1 _ 1 .
versiones “hiperbdlicas” de las funciones trigonométricas senh t = E(et +e t), cosht = E(et -e t), tanht =

senh t/cosh t, etc. Notese también que las inversas de estas operaciones se denotan por cot™, senh™, etc.

LA IDEA DEL LOGARITMO COMPLE)O

Ahora, la ley del triangulo semejante de la multiplicacién de dos nimeros com-
plejos, que se ilustra en la figura siguiente,

A wz

puede reformularse en términos del hecho de que cuando multiplicamos dos niimeros complejos sumamos
sus argumentos y multiplicamos sus modulos. Adviértase aqui el hecho notable de que, por lo que respecta
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a la regla para los argumentos, hemos convertido la multiplicacion en suma. En esto se basa el uso de los
logaritmos (el logaritmo del producto de dos nimeros es igual a la suma de sus logaritmos log ab = log a +
log b), como se manifiesta en la regla de calculo, y esta propiedad fue de fundamental importancia para la
practica del calculo en épocas pasadas.

6 7 8 910

Las reglas de célculo muestran nimeros en una escala logaritmica, posibilitando con ello que la multiplicacién se exprese por la
suma de distancias, de acuerdo con la férmula log, (p x q) = log, p + log, g. (Se ilustra la multiplicacion por 2.)

Los logaritmos fueron introducidos en 1614 por John Napier y utilizados con fines practicos por Henri Briggs
en 1624.

Ahora utilizamos calculadoras electronicas que hacen las multiplicaciones por nosotros. Aunque esto es mu-
cho mas rapido y exacto que el uso de una regla de calculo o de unas tablas de logaritmos, perdemos algo
muy importante para nuestra comprension si no extraemos ninguna experiencia directa de la bella y muy
importante operacion logaritmica. Veremos que los logaritmos desempefan un papel profundo en relacion
con los nimeros complejos. De hecho, el argumento de un nimero complejo es realmente un logaritmo, en
un sentido muy transparente. Trataremos de entender como se produce esto.

Recordemos también que tomar raices de nimeros complejos es basicamente una cuestion de comprender
los logaritmos complejos. Encontraremos que existen algunas relaciones sorprendentes entre logaritmos
complejos y trigonometria. Tratemos de ver como se combinan todas estas cosas.

En primer lugar, recordemos algo sobre los logaritmos ordinarios. Tomar un logaritmo es la operacion inversa
de “elevar un nimero a una potencia”, o de la exponenciacion. “Elevar a una potencia” es una operacion que
convierte suma en multiplicacion. jPor qué es esto? Tomemos cualquier nimero b. Notemos entonces la
formula (que convierte suma en multiplicacion)

bm+n — bm X bnl

que es obvia si m y n son enteros positivos, porque cada miembro representa simplemente m + n copias del
nGmero b, todas ellas multiplicadas.

Lo que tenemos que hacer es encontrar una manera de generalizar esto de modo que m y n no tengan que
ser enteros positivos, sino que puedan ser nimeros complejos cualesquiera. Para ello necesitamos encontrar
la definicion correcta de “b elevado a la potencia z”, para z complejo, y queremos que la misma férmula an-
terior, a saber b2 = b* x b? sea valida cuando los exponentes w y z son complejos.

De hecho, el procedimiento para hacer esto refleja, en cierta medida, la historia misma de generalizar, paso
a paso, desde los enteros positivos a los nimeros complejos, como se hizo partiendo de Pitagoras por la
obra de Eudoxo, pasando por Brahmagupta hasta llegar a la época de Cardano y Bombelli (y mas tarde), tal
como lo hemos hecho. Primero, la nocién de “b*” es inicialmente entendida cuando z es un nimero positivo,
simplemente como b x b x b x ... x b, con b multiplicadas z veces como factor; en particular, b* = b. Luego
(siguiendo a Brahmagupta), permitimos que z sea cero, advirtiendo que para conservar b®*? = b* x b* tene-
mos que definir b° = 1.

A continuacién, permitimos que z sea negativo y advertimos, por la misma razén, que para el caso z = -1
debemos definir b como el reciproco de b (es decir, 1/b), y que b para un nlimero natural n debe ser la
n-ésima potencia de b™'. Luego, tratamos de generalizar a situaciones en que z es una fraccién, empezando
con el caso z =1/n, donde z es un entero positivo.

La aplicacion repetida de b* x b* = b™*? nos lleva a concluir que (b?)" = b*"; asi pues, haciendo z = 1/n, llega-
mos a que b'" es una raiz n-ésima de b.
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Podemos hacer esto dentro del dominio de los nimeros reales, con tal de que el nimero b se haya tomado
positivo. Entonces podemos tomar b*” como la Gnica raiz n—ésima positiva de b (cuando n es un entero po-
sitivo) y podemos continuar definiendo univocamente b? para cualquier nimero racional z = m/n como la
m-ésima potencia de |a raiz n-ésima de b y de aqui pasar (utilizando un proceso de paso al limite) a cualquier
nGmero real z.

Pero si se permite que b sea negativo, entonces tropezamos con un problema en z = 1/2, puesto que Jb
requiere entonces la introduccion de i y caemos en la pendiente resbaladiza hacia los nimeros complejos. En
el fondo de dicha pendiente encontramos nuestro magico mundo complejo, de modo que agarrémonos y
sigamos hasta abajo. Necesitamos una definicion de b7 tal que para todos los nimeros complejos p, g y b
(con b z 0), tengamos:

bPa = bP x bA.

Podriamos confiar entonces en definir el logaritmo en base b (la operacion denotada por “log,”) como la
inversa de la funcion definida por f(2) = b, es decir, z = log, w si w = b”.

Entonces esperariamos

log, (p xq) =log, p +log, q,
de modo que esta nocion de logaritmo convertiria realmente la multiplicacion en suma.
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Usando GeoGebra, reproducir la siguiente figura, luego hallar la longitud del radio de la circunferencia
inscripta en el sector circular.

Solucién

Seleccionamos Sector circular y marcamos los puntos sobre la cuadricula para obtener un sector circular
como el de la figura en el enunciado. El centro C de la circunferencia debe estar sobre la bisectriz del angulo,
la que corta al arco del sector en el punto P. Ademas, la distancia desde C a P debe ser igual a la distancia de
C ala recta m dada por la prolongacién de uno de los lados del sector; por lo tanto, C debe estar en el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de Py de m, pero esto es una parabola.
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Respuesta del N° 16 - 2025 (continuacion) ZLOREED

GEOMETRIA
B 4 =
* IMAGINACIOY

Para obtener la presente figura, se han usado los recursos: Bisectriz, Interseccién, Recta, Pardbola,
Perpendicular y Segmento.

Ahora, la figura del enunciado puede conseguirse trazando la circunferencia con centro C que pasa por P
(Circunferencia centro punto) y ocultando los objetos auxiliares.

Para calcular la longitud del radio r de la circunferencia, usaremos semejanza de triangulos rectangulos QCB
y QRS indicados en la siguiente figura y las igualdades:

QC=QR-r,CB=r,SR=22,0R =~/26.

Por la semejanza se tiene:

@& _SR
QC QR
0 sea:
a2
V26-r 26’
operando resulta:
22126 413

r= cm = am.
212 ++26 22 ++26
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En la circunferencia de la figura, dos cuerdas perpendiculares se cortan formando cuatro segmentos de
longitudes a, b, cy d.

&

Mostrar que la longitud del diametro de la circunferencia es igual a va* +b” +¢* +d°.

Solucién

Por el teorema de Pitdqgoras, las longitudes de las cuerdas marcadas en azul en la siguiente figura estan dadas
por Ja? +¢ y Vb +d?; ademas, por angulo inscripto, los angulos que se muestran con un mismo color son
de igual medida, mientras que dos angulos de distintos colores son complementarios.

Vb +d?

%

&
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Trazamos la mediatriz de una de las cuerdas y consideramos el simétrico de una cuerda azul respecto de la
mediatriz trazada, por ejemplo, como en la siguiente figura:

Por el teorema de Pitagoras se concluye que la longitud del diametro de la circunferencia estd dada por la

expresion va’ +b’* +c +d’.
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Usando GeoGebra, calcular:

\/(6+ﬁ+JE-4J§)-(6+ﬁ—¢ﬁ+4«/§)-(6-ﬁ+Jﬁ+4J§)-(-6+ﬁ+Jﬁ+4J§).

Solucién

Este problema es una excusa para presentar la férmula de Brahmagupta para el calculo del érea de un
cuadrilatero ciclico, es decir, inscriptible.

Esta formula generaliza la formula de Herén a cuadrilateros ciclicos y se enuncia como sigue:

Sia, b, c y dson las longitudes de los lados de un cuadrilatero ciclico, entonces el area del mismo esta dada
por la expresion:

\/(s—a)'(s—b)-(s—c)-(s—d)

o, en forma equivalente:

%\/(a+b+c—d)-(a+b—c+d)~(a—b+c+d)-(—a+b+c+d).

Usando la cuadricula con cuadrados de 1 x 1 cm, podemos ver que la expresion del problema representa el
area del cuadrilatero ciclico dado en la siguiente figura.

2

El valor numérico de la expresion del enunciado del problema sera igual a 4 veces el area del cuadrilatero, que
puede calcularse con la formula de Pick.

El resultado es:



