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“[...] mas valioso que acumular informacion es interiorizarse de métodos para saber qué
propositos tienen, es decir, de donde parten y adonde llevan. Los métodos tienen una orientacion
y una dindmica de las cuales los resultados y teoremas aislados carecen”. Dr. Alberto Calderén

L Dia,loja,@o con los maestvos sobre los nimeros
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iQué es la matemdtica y la... imaginacion, creatividad y aventuras detl pensamiento?

Desde hace mas de dos milenios, una cierta familiaridad con la mate-

r( maética ha sido considerada virtud indispensable de la formacion inte-
_ . . .
lectual de toda persona cultivada. En la actualidad, sin embargo, se

p halla en grave peligro el puesto ocupado tradicionalmente en la edu-
0 cacion por esta disciplina; y por desgracia, algunos de los profesiona-

les que la representan comparten la responsabilidad de tal situacion.

=z

La ensefianza de la matematica ha degenerado con frecuencia en un
E>/ vacio entrenamiento de resolucién de problemas que, si bien puede
desarrollar una habilidad formal, no conduce en cambio a una com-
prension efectiva ni a una mayor independencia intelectual.
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La investigacion matematica muestra una tendencia hacia la stperespecializacién y una excesiva insistencia
en lo abstracto; las aplicaciones y conexiones con otros campos del saber han sido descuidadas. Sin embar-
go, tal estado de cosas no debe justificar una politica de retraimiento. Por el contrario, la reaccién opuesta
puede y debe partir de aquellos que se sienten conscientes del valor de la disciplina intelectual. Profesores,
estudiantes y publico culto piden una reforma constructiva y no una resignacion siguiendo la linea de menor
resistencia. La meta sera una verdadera comprension de la matematica como un todo organico y como base

para el pensamiento y la accion cientificos.

Algunos libros espléndidos de biografia e historia y otros mas populares han estimulado el interés general
latente; pero el conocimiento no puede adquirirse utilizando Gnicamente medios indirectos. La comprension

AROVIL -Nimero 9- Enero 2025

Elementos de geometria OTAS DF £FoMETRIA .

afin en el plano
y en el espacio

= TORNEQ pe s
» CUENCAS

NOVENA NoTa

Elementos de geome(via afin en of plang ¥ el espacio

En estas notas se introduce un modo de re
acio. Vi
P o A como espacios de vectores, eseas re
inaciones afines de un conjunto de vectore.
S,

fenchu@oma.org.ar

Q red . 114826 8976

ld [
olimpica (O +549 11 5035 7537
El trazamiento de fas transformaciones afines se apoya en el dlgebra macricial, p

jHacé tu pedido! '
) . . ) ) ?Ct::;o.' se incluye una breve introduccin a) g lculo matricial

En la Red Olimpica realizamos envios de todos nuestros titulos e sobre o deerminaney s progiadades gy C N 3

a todo el pais bajo el sistema contra reembolso o delivery.

madas transormacionesefines. Asimismo, con | Em'ha de transformaciones l-
una famifi ), 'as combinaciones J; o
2 e arsormaciones g o 27 s s rlcons,
cmaciones lineates,

Combinaciones afines

Nos referir
eMOs aqui tan i
prtmenatte 0> 2qui tanto al plano como al espacio va mn ot

* Recordamos a los lectores que los temas editados en Lenitas Geométricas son material preparado y en gran parte desarrollado y sugerido por el
doctor Miguel de Guzmén y los doctores Richard Courant, Herbert Robbins y Roger Penrose.

-1-




de la matematica no puede ser transmitida indirectamente o como un juego sin dificultades, como tampoco
pueden adquirir una educacion musical a través de resefas periodisticas brillantes aquellos que no hayan es-
cuchado buena mdasica con frecuencia. Un contacto real con el contenido de la matematica viva es necesario.

Sin embargo, cabe evitar algunos detalles de técnica y muchas digresiones; la presentacion de la matematica
debe estar tan libre de excesos de rutina como del dogmatismo prohibitivo que rehiye revelar el motivo o la
meta y que constituye asi un obstaculo de mala fe a un esfuerzo honesto. Es posible seguir una ruta directa
a partir de los elementos fundamentales hasta puntos avanzados, desde los cuales puedan divisarse la sus-
tancia y las fuerzas directrices de la matematica moderna.

Desde hace tiempo hacemos un intento en esta direccion. Y en tanto que presupone Gnicamente los cono-
cimientos que pueden adquirirse en la ensefianza media, puede considerarse como elemental. No obstante,
no constituye una concesién a la tendencia peligrosa que consiste en soslayar toda dificultad. Su lectura
requiere un cierto grado de madurez intelectual y un deseo de tener pensamientos propios. Esté escrito para
principiantes y entendidos, para estudiantes y profesores, para filésofos e ingenieros, tanto como para pre-
parar texto o como consulta. Seguramente tenemos una intencién demasiado ambiciosa. De todos modos,
se espera que pueda servir un propdsito Gtil y constituir una contribucién a la educacion.

Introduccion. ;Qué es la matemditica?

La matematica, como una expresion de la mente humana, refleja la voluntad activa, la razén
observadora y el deseo de perfeccion estética. Sus elementos basicos son: légica e intuicion,
analisis y construccion, generalidad y particularidad. Aunque diversas tradiciones han desta-
cado aspectos diferentes, es Gnicamente el juego de estas fuerzas opuestas y la lucha por su
sintesis lo que constituye la vida, la utilidad y el supremo valor de la ciencia matematica.

Sin duda, todo el desarrollo matematico ha tenido sus raices psicolégicas en necesidades mas
0 menos practicas. Pero una vez en marcha, bajo la presion de las aplicaciones necesarias, di-
cho desarrollo gana impulso en si mismo y trasciende los confines de una utilidad inmediata. Esta tendencia
de la ciencia aplicada hacia la teérica aparece tanto en la historia antigua como en muchas de las contribu-
ciones a la matematica moderna debidas a ingenieros y fisicos.

La historia de las matematicas comienza en Oriente donde, hacia el afio 2000 a. C., los babilonios poseian ya
una gran cantidad de material que podria ser clasificado hoy como perteneciente al algebra elemental. Pero
como ciencia, en el sentido moderno, la matematica aparece mas tarde, en Grecia, entre los siglos vy Iv a. C.
El contacto creciente entre el Oriente y los griegos, que comienza en los tiempos del imperio persa y culmina
en el periodo que sigue a las expediciones de Alejandro, puso a los griegos al corriente de los conocimientos
de los babilonios en matematica y astronomia.

La matematica fue sometida entonces a las discusiones filosoficas que florecieron en las ciudades griegas.
Los pensadores griegos se dieron pronto cuenta de las grandes dificultades inherentes a los conceptos mate-
maéticos de continuidad, movimiento e infinitud, asi como al problema de medir magnitudes arbitrarias con
unidades prefijadas.

Entonces, fue llevado a cabo un admirable esfuerzo para vencerlas y el resultado, la teoria de Eudoxio del
continuo geométrico, fue de tal perfeccion que para encontrar algo que pudiera compararsele fue necesario
que, dos milenios mas tarde, apareciera la teoria moderna de los nimeros irracionales.

La tendencia axiomatico-deductiva en matematicas tuvo su origen en tiempos de Eudoxio (390-337 a. C.)
y cristalizé en los Elementos de Euclides. Sin embargo, aunque la tendencia teérica y axiomatica de la ma-
tematica griega es una de sus mas importantes caracteristicas y ha ejercido una influencia enorme, nunca
se insistira demasiado en que las aplicaciones y conexiones con la realidad fisica desempefiaron un papel
importante como parte de la matematica de la Antigiiedad, y que en muchas ocasiones fue preferido un
modo de exposicion menos rigido que el de Euclides.

Es muy posible que el descubrimiento de las dificultades relacionadas con las cantidades inconmensurables
desviara a los griegos del desarrollo del calculo numérico, alcanzado con anterioridad en Oriente. En su lugar,
se abrieron camino a través de la geometria axiomatica pura. Y asi comenzé un extraiio rodeo en la historia
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de la ciencia, y quiza se perdié una gran oportunidad. Durante casi dos mil afos el peso de la tradicion
geométrica griega retraso la inevitable evolucién del concepto de nlimero y el desarrollo del calculo algebrai-
co que, mas tarde, habian de ser la base de la ciencia moderna.

Después de un periodo de preparacion lenta, la revolucion en la matematica y en la ciencia comenz6 su fase
vigorosa en el siglo xviI, con la geometria analitica y el calculo diferencial e integral. Mientras la geometria
griega conserva alin un lugar destacado, el ideal griego de cristalizacion axiomatica y de deduccion sistema-
tica desaparece durante los siglos xviI y xviil. Razonamientos l6gicos rigurosos, a partir de definiciones claras
y no contradictorias, axiomas evidentes fueron cuestiones sin importancia para los nuevos exploradores de
la ciencia matematica. En una verdadera orgia de conjeturas intuitivas, de razonamientos convincentes en-
trelazados con un misticismo sin sentido, con una confianza ciega en el poder sobrehumano de los procesos
formales, conquistaron un mundo matematico de inmensas riquezas.

Luego, gradualmente, la exaltacion del progreso dej6 el paso a un espiritu de autocritica. En el siglo xix,
la necesidad inmanente de consolidar y el deseo de una mayor seguridad en la extension de la ensefianza
superior, que habia impulsado la Revolucion francesa, condujeron inevitablemente a una revision de los
fundamentos de la nueva matematica, en particular del célculo diferencial e integral, asi como del concepto
fundamental de limite. Asi, el siglo Xxix constituyé no solo un periodo de nuevos avances, sino que ademas
puede caracterizarse por un afortunado retorno al ideal clasico de precisién y demostraciones rigurosas. Y en
este sentido llegd a superar al modelo de la ciencia griega. Una vez mas, el péndulo se inclin del lado de
la pureza légica y de la abstraccion. Actualmente vivimos alin en este periodo, aunque es de esperar que la
desafortunada separacién entre la matematica pura y las aplicaciones a la vida, quizé inevitable en tiempos
de revision critica, venga seguida de una era de intima unidad.

La renovada solidez interna y, sobre todo, la simplificacion enorme alcanzada sobre la base de una comprension
mas clara hacen posible hoy dominar la teoria matematica sin perder de vista las aplicaciones. Establecer de nuevo
una unién organica entre ciencia pura y ciencia aplicada y un equilibrio estable entre la generalidad abstracta y la
individualidad concreta puede ser muy bien la tarea universal de la matematica en el futuro inmediato.

No es este el lugar para un analisis filos6fico o psicolégico detallado de la matemética. Unicamente podemos
destacar algunos puntos. Parece existir un grave peligro en el excesivo predominio del caracter axiomati-
co-deductivo de las matematicas. Ciertamente, el elemento de invencién constructiva, de intuicion directora,
escapa a una simple formulacién filoséfica; sin embargo, continta siendo el nicleo de todo resultado mate-
matico, aun en los campos mas abstractos.

Si la forma deductiva cristalizada es la meta, la intuicion y la construccion son, cuando menos, las fuerzas
directrices. Una amenaza seria para la verdadera vida de la ciencia aparece contenida en la afirmacion de que
la matematica no es mas que un sistema de conclusiones derivadas de definiciones y postulados que deben
ser compatibles, pero que, por lo demas, pueden ser creacion de la libre voluntad del matematico. Si esta
descripcion fuera exacta, la matematica no podria interesar a ninguna persona inteligente. Seria un juego con
definiciones, reglas y silogismos, sin meta ni motivo alguno.

La nocion de que el intelecto puede crear sistemas de postulados plenos de significado de modo arbitrario
es una verdad a medias decepcionante. Unicamente bajo una disciplina de responsabilidad frente a un todo
organico, guiada solo por necesidades intrinsecas puede la mente libre obtener resultados de valor cientifico.

Aunque la tendencia contemplativa del analisis l6gico no puede representar toda la matematica, ha conducido,
sin embargo, a una comprension mas profunda y clara de los hechos matematicos y de su interdependencia, y
también a una mayor penetracion en la esencia de los conceptos matematicos. A partir de ella se ha desarro-
llado un punto de vista moderno en las matematicas, que es caracteristico de una actitud cientifica universal.

Cualquiera que sea el punto de vista filosofico, para todos los propésitos de observacion cientifica, un objeto
agota en si la totalidad de relaciones posibles respecto del observador o del instrumento. Naturalmente, la
simple percepcién no constituye conocimiento; debe ser coordinada e interpretada con referencia a alguna
entidad subyacente, una cosa en si, que no es un objeto de la observacion fisica directa, sino que pertenece
a la metafisica.

Sin embargo, en el proceso cientifico es importante descartar los elementos de caracter metafisico y consi-
derar los hechos observables como la Gltima fuente de nociones y construcciones. Renunciar a la meta de
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comprender la“cosa en si”, de conocer la “realidad Gltima”, de desentrafiar la esencia mas intima del mundo,
puede ser psicoloégicamente penoso para entusiastas ingenuos, pero de hecho es uno de los sacrificios de
consecuencias mas fecundas en el pensamiento moderno.

Algunos de los mayores avances en la fisica han sido el premio a una adhesién decidida al principio de eli-
minar la metafisica. Cuando Albert Einstein consiguié reducir la nocién de sucesos simultaneos que ocurren
en lugares distintos a fendmenos observables; cuando sefal6 como prejuicio metafisico la creencia de que
este concepto debe tener un significado cientifico en si mismo, encontré la clave de su teoria de la relativi-
dad. Cuando Niels Bohr y sus discipulos analizaron el hecho de que toda observacion fisica va acompanada
de un “efecto del instrumento observacion sobre el objeto observado”, se hizo claro que el intento de fijar
simultdneamente la posicion y la velocidad de una particula no es posible en el sentido de la fisica. Las
consecuencias de este descubrimiento, contenidas en la teoria moderna de la mecénica cuéntica, son hoy
familiares a todo fisico.

En el siglo xix prevaleci6 la idea de que las fuerzas mecanicas y los movimientos de particulas en el espacio
eran cosas en si mismas, mientras que electricidad, luz y magnetismo debian ser reducidos o explicados como
fendbmenos mecanicos, de la misma manera que se hacia con el calor. El éter fue inventado como medio
hipotético capaz de los movimientos mecanicos no explicados satisfactoriamente y que aparecian bajo las
formas de luz y electricidad. Poco a poco se comprendié que el éter era necesariamente inobservable; por
consiguiente, no pertenecia a la fisica, sino a la metafisica. Con pena por algunos y con satisfaccion por otros,
las explicaciones mecanicas de la luz y la electricidad, y con ellas el éter, debieron ser finalmente abandonadas.

Una situacion analoga, quiza mas acentuada, existe en la matematica. A través de los tiempos, los matema-
ticos consideraron sus objetos, tales como nimeros, puntos, etc., como cosas sustanciales en si. Pero en vista
de que estos entes desafiaban siempre los intentos para una descripcién adecuada, los matematicos del siglo
xix llegaron paulatinamente a la conviccion de que el problema de la significacion de dichos objetos como
cosas sustanciales no tenia en modo alguno sentido dentro de la matematica. Las Gnicas proposiciones relati-
vas a ellos que pueden importar no se refieren a su realidad sustancial; representan Gnicamente las relaciones
mutuas entre objetos “matematicamente indefinidos”y las reglas que rigen las operaciones con ellos.

Lo que “realmente”son los puntos, las rectas y los nimeros ni se puede ni es necesario discutirlo en la ciencia
matematica. Lo que interesa y lo que corresponde a hechos comprobables es su estructura y relacién: que
dos puntos determinan una recta, que los nimeros se combinan seg(in ciertas reglas para formar otros nd-
meros, etc. La percepcion clara de la necesidad de una axiomatizacion de los conceptos matematicos elemen-
tales ha sido uno de los resultados mas importantes y fecundos del desarrollo moderno de la matematica.

Por suerte, las mentes creadoras olvidan las creencias filoséficas dogmaticas cuando la persistencia en ellas
podria impedir resultados constructivos. Tanto para entendidos como para profanos, no es la filosofia, y si (ini-
camente la experiencia activa en matematicas la que puede responder a la pregunta: ; qué es la matematica?

Los nwimeros natuvales
INTRODUCCION
Los ndimeros son la base de la matematica moderna. Ahora bien: ;qué es un nimero?
i Qué significado tiene decir %+%= 1,%%=% y (-1)(-1) = 17 En la segunda ensefianza

se aprende el manejo de las fracciones y de los nimeros negativos, pero una comprension
efectiva de los sistemas de niimeros requiere investigar sus elementos mas simples. Mien-
tras los griegos hacen de los conceptos geométricos de punto y recta la base de sus mate-
maticas, hoy se admite como principio director que todas las proposiciones matematicas
pueden ser reducidas en (ltima instancia a proposiciones sobre los nimeros naturales: 1, 2,
3, ..."Dios cre6 los nimeros naturales; el resto es obra de los hombres”: con estas palabras Leopold Kronecker
(1823-1891) senal6 la base precisa sobre la cual puede construirse el edificio de la matematica.

Creados por la mente humana para contar objetos agrupados de diversos modos, los nimeros no contienen
referencia alguna a las caracteristicas de los objetos contados. El nimero 6 es una abstraccién obtenida a
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partir de todas las colecciones que contienen seis cosas; no depende de las cualidades especificas de dichas
cosas ni de los simbolos usados para representarlas. Solo en etapas avanzadas del desarrollo intelectual llega
a percibirse con toda claridad el caracter abstracto de la idea de nimero. Para los nifos, los nimeros estan
siempre ligados a objetos tangibles, tales como dedos o bolas, y los lenguajes primitivos dan a los nimeros un
sentido concreto, designando con palabras distintas los nlimeros que incumben a diferentes tipos de objetos.

Por suerte, los matematicos no tienen que ocuparse del aspecto filosofico de la transicion que da el paso de
colecciones de objetos concretos al concepto abstracto de nimero. Consideraremos, por tanto, como dados
los nimeros naturales, junto con las dos operaciones fundamentales, adicion y multiplicacion, mediante las
cuales pueden ser combinados.

CALCULO CON NUMEROS ENTEROS

1. Leyes de la aritmética

=\
La teoria matematica de los nimeros naturales o enteros positivos se conoce con el nombre /\}\
de aritmética. Se basa en el hecho de que la adicion y la multiplicacion de enteros estan regi- X}«

Fop

das por ciertas leyes. Para enunciar estas leyes con toda generalidad no podemos limitarnos a i
usar simbolos tales como 1, 2, 3, que se refieren a enteros particulares. La proposicion /ﬁ A
7 Q (-
1+2=2+1

es inicamente un caso particular de la ley general que dice que la suma de dos enteros no depende del orden
en que estos se consideren. En consecuencia, si queremos expresar el hecho de que una cierta relacién entre
enteros es valida, cualesquiera que sean los valores de los enteros considerados, debemos representarlos
simbolicamente mediante letras: a, b, ¢, ... De acuerdo con esto podemos enunciar las conocidas cinco leyes
fundamentales de la aritmética:

1) a+b=b+a.

2) ab=ba.

3) a+(b+c)=(a+b) +c.
4)y abco)=(ab)c.

5 a(b+c)=ab+ac.

Las dos primeras son las leyes conmutativas de la adicion y de la multiplicacién; indican que el orden de los
elementos que intervienen en dichas operaciones puede ser alterado. La tercera, que es la ley asociativa de la
adicién, dice que en la adicion de tres nimeros se obtiene el mismo resultado si se afiade al primero la suma
del segundo y el tercero, o al tercero la suma del primero y el segundo. La cuarta es la ley asociativa de la
multiplicacién. La Gltima, que es la ley distributiva, expresa que para multiplicar una suma por un entero se
puede multiplicar cada término de la suma por dicho entero y sumar luego los productos obtenidos.

Estas leyes de la aritmética son muy simples e incluso parecen evidentes. Sin embargo, pueden no ser apli-
cables a otros entes distintos de los nimeros enteros. Asi, si a y b son simbolos no de enteros, sino de sus-
tancias quimicas, y si adicién se entiende en su sentido corriente, es evidente que la ley conmutativa no es
siempre valida; por ejemplo, si se afade acido sulfirico al agua se obtiene una solucion diluida, mientras que
la adicién de agua a acido sulfarico puro puede acarrear consecuencias catastréficas para el experimentador.

Analogas consideraciones probarian que, en este tipo de “aritmética” quimica, las leyes asociativa y distribu-
tiva de la adicién pueden muy bien no ser ciertas. Asimismo, es probable imaginar tipos de aritméticas en las
cuales alguna o varias de las leyes 1) a 5) no sean validas. De hecho, tales sistemas son estudiados efectiva-
mente en la matematica moderna.

Un modelo concreto para el concepto abstracto de entero indicara bien las bases intuitivas sobre las que
reposan las leyes 1) a 5). En vez de usar los simbolos habituales 1, 2, 3, ..., representemos los enteros que
dan el nimero de objetos de una coleccion determinada (por ejemplo, coleccion de manzanas de un arbol
particular) mediante puntos situados en casillas rectangulares, de modo que a cada objeto corresponda un
punto. Operando con estos rectangulos se pueden estudiar las leyes de la aritmética de los enteros. Para
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sumar dos enteros a y b, dispongamos los rectangulos correspondientes uno contiguo al otro, suprimiendo
la raya de separacion.

.....-I-....:.........

Adicion.

Para multiplicar a por b, coloquemos los puntos de los dos rectangulos en filas y formemos un nuevo rectan-
gulo con a filas y b columnas de puntos.

o0 00606 | X | oo oo

Multiplicacion.

Corresponderan entonces de modo intuitivo a propiedades evidentes de las operaciones indicadas con los
rectangulos. Las reglas 1) a 5) corresponden a las propiedades intuitivas obvias de cada operacion con rec-
tangulos o celdas, como la propiedad distributiva.

e 0 0 |X o o|4 (o 00 00

Ley distributiva.

A partir de la definicion de adicion de dos enteros se puede definir la relacion de desigualdad. Las dos propo-
siciones equivalentes a < b (léase a menor que b) y b > a (léase b mayor que a) significan que el rectangulo
b puede obtenerse a partir del a mediante la adicion de un tercer rectangulo conveniente ¢, de modo que se
tenga b = a + c. Si escribimos esto en la forma

c=b-a,

definimos la operacion llamada sustraccion.

Sustraccion.

La adicién y la sustraccion se llaman operaciones inversas, ya que, si la adicion del entero d al entero a es
seguida de la sustraccion del entero d de la suma obtenida, el resultado es el entero inicial a:

(a+b)-d=a.

Debe observarse que el entero b - a ha sido definido (inicamente en el caso en que se tenga b > a. La inter-
pretacion del simbolo b — a como entero negativo cuando sea b < a sera discutida mas adelante. A menudo
es conveniente usar una de las notaciones equivalentes, b = a (léase b mayor o igual que a) o a = b (léase a
menor o igual que b), para indicar la proposicion contraria de la a > b; por ejemplo, escribiremos: 2 =2y 3 = 2.

Haremos ahora una pequenia ampliacion del dominio de los enteros positivos representados por rectangulos
con puntos introduciendo el entero cero, que representaremos por un rectangulo vacio. Denotando este con
el habitual simbolo 0, se tiene, de acuerdo con nuestra definicién de adicion y multiplicacion:
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a+0=aq, a-0=0

cualquiera que sea el entero a. En efecto, a + 0 indica la adicion de un rectangulo vacio al rectdngulo a, mien-
tras que a - 0 indica un rectangulo sin columnas, es decir, vacio. Parece entonces natural extender también la
definicion de sustraccion, poniendo

a-a=0
para todo entero a. Se tienen asi las propiedades aritméticas caracteristicas del cero.

Modelos geométricos analogos a los rectangulos de puntos, tales como los antiguos dbacos, fueron usados
frecuentemente hasta fines de la Edad Media; pero quedaron desplazados poco a poco por otros métodos
simbdlicos mas comodos, basados en el sistema decimal.

2. Representacion de los niimeros enteros

Ha de distinguirse netamente entre un nimero entero y los simbolos 5, oV,
usados para representarlo. En el sistema decimal, los diez simbolos 0, 1, 2, 3, ...,
9 se utilizan para representar el cero y los nueve primeros enteros positivos.
Un entero mayor, por ejemplo, el “trescientos setenta y dos”, puede expresar-
se en la forma

300+70+2=3-10"+7-10 + 2,

y se representa en el sistema decimal por el simbolo 372. Es de fundamental
importancia observar que aqui la significacion de los simbolos 3, 7, 2 es re-
lativa y depende de su posicién en el lugar de las unidades, decenas o centenas. Con esta notacion relativa
se puede representar cualquier entero utilizando (inicamente los simbolos de los diez primeros nimeros en
varias combinaciones. La regla general consiste en expresar todo entero en la forma ilustrada por el ejemplo

z=a-10°+b-10°+c-10+d,

donde los nimeros a, b, ¢, d son enteros de cero a nueve. El entero z se representa entonces en la forma
abreviada abcd.

Notemos de paso que los coeficientes d, ¢, b, a son los restos obtenidos mediante divisiones sucesivas de z
por 10; asi

10| 372 resto

10| 37 2
0] 3 7
0 3

La expresion particular dada antes para z puede servir inicamente para nimeros menores que 10 000, ya
que para enteros mayores seran necesarias mas de cuatro cifras. Si z es un entero comprendido entre 10 000
y 100 000, podremos escribirlo en la forma

z=a-10*+b-10°+¢c-10°+d-10 + ¢,

y representarlo por el simbolo abcde. Analogas consideraciones valen para enteros comprendidos entre
100000 y 1000000, etcétera.

Sera conveniente disponer de un modo de indicar el resultado con toda generalidad mediante una sola for-
mula. Para ello designemos los distintos coeficientes: c, d, e, ... con una sola letra afectada de “subindices”:
a,a,a,a, ... eindiquemos el hecho de que las potencias de 10 pueden ser tan grandes como sea necesario
designando la mayor potencia que interviene no con 10° o 10 como en los ejemplos anteriores, sino con
10", donde n ha de interpretarse como un entero arbitrario. Entonces, el método general para representar un
entero z en el sistema decimal consistira en expresar z en la forma

z=a -10"+a 10"+ ... +a,-10+a, D)

y representarlo por el simbolo

n'n-1"n-2 """ 7170°
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Como en los casos anteriores, los nameros a, a,, a,, ... a, comprendidos entre 0y 9, seran precisamente los
restos sucesivos de dividir z repetidamente por 10.

En el sistema decimal, el nimero 10 ha sido tomado especialmente para servir de base. A primera vista quiza
no resalte el hecho de que la eleccion del 10 no es esencial, y que cualquier entero mayor que uno habria
podido servir para el mismo objeto; por ejemplo, podria usarse un sistema septimal (de base 7). En dicho
sistema, un entero se expresaria en la forma

b -7"+b -7+ ... +b -7+b, @)
donde las b serian enteros elegidos entre 0, 1, ... y 6, y se representaria por el simbolo
bb ... .bb,
Asi, “ciento nueve” se representaria en el sistema septimal por el simbolo 214, que significaria
2:-77+1-7+4.

Como ejercicio, podemos probar la regla general que permite pasar de la base diez a otra base cualquiera
B, y que consiste en efectuar divisiones sucesivas del nimero z por B; los restos sucesivos seran las cifras del
nimero en el sistema de base B; por ejemplo:

7| 109 resto

7| 15 4
7| 2 1
0 2

109 (en el sistema decimal) = 214 (en el sistema septimal).

Es natural preguntarse: ;cual sera la base mas conveniente? Puede verse que bases muy pequefas pre-
sentan inconvenientes, mientras que una base grande requiere la utilizacion de muchas cifras distintas vy,
en particular, una tabla de multiplicacion extensa. La eleccion de doce como base ha sido defendida por
muchos; como ventajas sefialan que 12 es divisible por 2, 3, 4 y 6, y, como consecuencia, el calculo que
implique divisiones y fracciones se simplificaria frecuentemente. Para escribir un nimero en base doce (sis-
tema duodecimal) se necesitan dos nuevas cifras para el 10 y el 11. Indiquemos el 10 con a.y el 11 con f.
En el sistema duodecimal, “doce” se escribiria 10; “veintid6s” seria 1 o; “veintitrés”seria 1 §, y “ciento treinta
y uno” se escribiria a f3.

La invencion de la notacion posicional, atribuida a los sumerios o babilonios y desarrollada por los indios, fue
de enorme trascendencia para la civilizacion. Los sistemas anteriores de numeracion estaban basados en un
estricto principio aditivo. En el simbolismo romano, por ejemplo, se escribia

CXVIN=100+10+5+1+1+1.

Los sistemas egipcio, hebraico y griego eran de un tipo parecido al de los romanos. Un inconveniente de
la notacion aditiva es que cuanto mayor es el nimero, mayor es también el conjunto de nuevos simbolos
necesarios para representarlo. (Claro esta que los cientificos antiguos no utilizaban las modernas magnitudes
astronémicas o atomicas.) Pero el defecto fundamental de los antiguos sistemas, tales como el romano, re-
sidia en el hecho de que el calculo era tan complicado que Gnicamente los especialistas podian manejar los
problemas de calculo no triviales.

Las cosas pasan de modo distinto con el sistema indio de valor relativo hoy en uso. Este sistema fue introdu-
cido en Europa durante la Edad Media por comerciantes italianos, quienes lo habian aprendido de los arabes.
Tiene la propiedad cdmoda de que todos los nimeros, grandes o pequefos, pueden representarse mediante
un pequeno conjunto de cifras diferentes (en el sistema decimal, mediante las “cifras drabes”0, 1, 2, ..., 9).
Esto lleva consigo la importante ventaja de la facilidad de los calculos.

Las reglas de calculo en los sistemas de notacién basados en el valor relativo pueden establecerse en forma
de tablas de adicion y multiplicacion para nimeros de una sola cifra y pueden ser aprendidas de memoria y
retenidas para siempre. Existen pocos ejemplos de adelantos cientificos que hayan afectado tan profunda-
mente y facilitado tanto la vida diaria como el actual sistema de numeracién decimal.
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3. Calculo numérico en sistemas distintos del decimal

El uso del 10 como base de numeracién se remonta a los primeros tiempos de la civilizacion y
es debido indudablemente al hecho de que son diez los dedos con los que se acostumbra con-
tar. Sin embargo, las palabras que sirven para designar algunos nimeros en distintos idiomas
parecen reminiscencias del uso de otras bases, especialmente 12 y 20. En inglés y en aleman,
las palabras para 11 y 12 no estan construidas segln el principio decimal de combinar 10 con los

nGmeros de una cifra, como ocurre para los comprendidos entre 13 y 19, sino que son lingtiisticamente inde-
pendientes de la palabra que corresponde a 10. En francés, las palabras vingt y quatre-vingts, para 20 y 80,
sugieren que para algunas cuestiones se haya usado un sistema de base 20.

En danés, la palabra halvfirsinds-tyve, para 70, significa a medio camino (a partir de tres veces) de cuatro
veces veinte. Los astrdbnomos de Babilonia utilizaban un sistema que en parte era sexagesimal (base 60); la
creencia en este hecho se apoya en la habitual divisién de la hora y del grado angular en 60 min.

En un sistema distinto del decimal, las reglas de la aritmética son las mismas que en este, sin tablas para la
adicion y la multiplicacién de los nimeros de una cifra. Acostumbrados al sistema decimal y ligados a él por
gran nimero de palabras de nuestro lenguaje, surge al comienzo alguna confusion. Ensayemos un ejemplo
de multiplicacion en el sistema septimal; antes sera conveniente escribir a continuacion las tablas de sumar
y multiplicar que usaremos en la operacién:

+ 1 2 B 4 5 6 X 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 10 1 1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 10 | 11 2 2 4 6 11 | 13 | 15
3 4 5 6 10 | 11 | 12 3 3 6 12 | 15 | 21 | 24
4 5 6 10 | 11 | 12 | 13 4 4 11 | 15 | 22 | 26 | 33
5 6 10 | 11 | 12 | 13 | 14 5 5 13 | 21 | 26 | 34 | 42
6 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 6 6 15 | 24 | 33 | 42 | 51

Sea multiplicar 265 por 24, siendo estos simbolos que representan nlimeros en el sistema septimal. (En el
sistema decimal seria equivalente a multiplicar 145 por 18.) Las reglas de la multiplicacién son las mismas
que en el sistema decimal.

265

24
1456
563

10 416

Comenzamos multiplicando 5 por 4, que da 26, como resulta de la tabla de multiplicar. Escribimos 6 en el
lugar de las unidades y “llevamos” el 2 para sumarlo a la cifra siguiente. Luego buscamos

4x6=33y33+2=35.

Escribimos 5, y procedemos de igual forma hasta que hayamos multiplicado todos los nimeros. Sumando
1456 + 5630, se obtiene 6 + 0 = 6 en el lugar de las unidades, 5 + 3 =11 en el lugar de las septenas. De nuevo
escribimos 1 y conservamos 1 para el lugar de los cuarenta y nueve, con lo que tenemos 1 + 6 + 4 = 14. El
resultado final es 265 x 24 =10416.
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Para comprobar este resultado, podemos multiplicar los mismos nimeros en el sistema decimal. El nimero 10416
(en el sistema septimal) puede escribirse en el sistema decimal calculando las potencias de 7 hasta la cuarta:
72 =49, 7% =343, 7* = 2401.
De donde
10416 =2401+4x49+7+6

este clculo estd hecho en el sistema decimal. Sumando estos nlmeros, resulta que 10416 en el sistema
septimal es igual a 2610 en el sistema decimal. Luego, multipliquemos 145 por 18 en el sistema decimal; el
resultado es 2610, lo que confirma el calculo anterior.

Ejercicios de entrenamiento

1. Constriiyanse las tablas de adicion y multiplicacion en el sistema duodecimal
y haganse algunos ejemplos en este sistema.

2. Exprésense 30 y 136 en los sistemas de bases 5, 7, 11y 12.
3. ;Qué representan los simbolos 11111 y 21212 en dichos sistemas?

4. Formense las tablas de adicion y multiplicacion en los sistemas de bases 5, 11
y 13.

El sistema de valor relativo de base 2 esta caracterizado por ser el de base mas pequefa. Las Unicas cifras en
este sistema diddico son 0y 1; cualquier otro nimero z vendra representado por una sucesién de estos dos
simbolos. Las tablas de adicion y multiplicacion se reducen alasreglas1 +1 =10 y 1 x1=1.

El inconveniente de este sistema es evidente: hacen falta expresiones muy largas para representar niimeros
pequeiios. Asi, 79, que puede expresarse en laformal-2°+0-2°+0-2*+1-2°+1-22+1-2+1, se escribe
en el sistema diadico 1001 111.

Como ilustracion de la sencillez de la multiplicacion en el sistema diadico haremos la multiplicacién de 7 por
5, nimeros que se representan, respectivamente, por 111 y 101. Recordando que en este sistema se tiene
1+1 =10, resulta:

111
101

111
111 -

100011 =2°+2 +1,
es decir, 35, como debia ser.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), una de las mayores inteligencias de su tiempo, fue un apasionado
del sistema diadico. Pierre-Simon Laplace escribe al respecto que Leibniz veia en el sistema diadico la imagen
de la creacién. Consideraba que la unidad representaba a Dios y el cero, la nada; que el ser supremo creaba
todos los seres de la nada, del mismo modo que la unidad y el cero expresaban todos los nimeros de su
sistema de numeracion.

Ejercicio de rutina. Considérese la cuestion de representar los enteros en la base a.
Para nombrar los enteros en este sistema se necesitan palabras para los nimeros 0, 1,

| ..., a-1y para las sucesivas potencias de a: a, @’ @, ... ; Cuantas palabras distintas
son necesarias para designar todos los nimeros de 0 a1 000, paraa =2, 3, 4,5, ...,
157 ;En qué base son necesarias menos palabras?

Ejemplos. Si a = 10, se necesitan diez palabras para los niimeros de una cifra, ademas de las palabras para 10,
100 y 1000, lo que hace 13 en total. Para a = 20, se necesitan veinte palabras para los nimeros de una cifra,
mas las correspondientes a 20 y 400; en total, 22. Si es a = 100, se necesitan 101 palabras.
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Ir. Dia,lojmao con los /xrfeyorer sobre los sistemas numéricos

sQuéesla matemdtica y la... imaginacion, weatividad)/wmtwmdet?emwmwto?

Para Tales... “la cuestién primaria no era qué sabemos, sino cémo lo sabemos”. Aristoteles
’ [
Los niumeros y las transformaciones afines

CONGRUENCIAS

1. Conceptos generales

Siempre que se presenta la cuestion de la divisibilidad de enteros por un entero fijo d, el concepto y la no-
tacion de congruencia (debidos a Carl Friedrich Gauss) sirven para aclarar y facilitar el razonamiento. Para
introducir este concepto, consideremos los restos que dan los sucesivos enteros al dividirlos por 5. Se tiene:

0=0-5+0 7=1-5+2 -1=-1-5+4
1=0-5+1 8=1-5+3 -2=-1-5+3
2=0-5+2 9=1-5+4 -3=-1:-5+2
3=0-5+3 10=2-5+0 -4=-1-5+1
4=0-5+4 11=2-5+1 -5=-1-5+0
5=1-5+0 12=2-5+2 -6=-2-5+4
6=1-5+1 etc. etc.

Observamos que el resto de cualquier entero es uno de los nimeros 0, 1, 2, 3, 4. Diremos que dos enteros a
y b son congruentes médulo 5 si ambos dan el mismo resto al ser divididos por 5. Asi,

2,7,12,17,22, ..., -3,-8,-13, -18, ...

son todos congruentes médulo 5, puesto que todos dan de resto 2. En general, diremos que dos enteros a
y b son congruentes médulo d, siendo d un entero dado, si a y b dan el mismo resto al dividirlos por d, lo
que equivale a decir que hay un entero n tal que a - b = na. Por ejemplo, 27 y 15 son congruentes moédulo
4, puesto que

27=6-4+3, 15=3-4+3.

El concepto de congruencia es tan Gtil que resulta conveniente disponer de una notacion sencilla para él.
Escribiremos:

a=b (mbdd)

para expresar que a y b son congruentes moédulo d. En los casos en que no haya duda acerca de cual sea el

mddulo, el “méd d” de la formula puede ser omitido. [Si a no es congruente con b médulo d, escribiremos
a#b(mbdd).]

Las congruencias aparecen frecuentemente en la vida diaria; por ejemplo, las manecillas de un reloj indican
la hora modulo 12, y el cuentakilémetros de un coche da el total de kilémetros recorridos médulo 100 000.

Antes de proceder a una discusion detallada de las congruencias, debemos observar las siguientes proposi-
ciones, que son todas ellas equivalentes:

1) a es congruente con b modulo d.

2) a=b+nd para un cierto entero n.
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3) ddivideaa-b.

La utilidad de la notacion de Gauss para las congruencias se basa en el hecho de que la congruencia respecto
de un médulo fijo tiene varias de las propiedades formales de la igualdad ordinaria. Las propiedades forma-
les mas importantes de la relacién a = b son las siguientes:

1) Se tiene siempre a =a.
2) Dea=bsesigueb =a.
3) Dea=byb=csesiguea=c.

Ademéas, dea=a"yb =b'sesigue

4) a+b=d+b"
5) a-b=a-b".
6) a-b=a b

Estas propiedades siguen siendo licitas si se reemplaza la relacion a = b por la de congruencia a = b (mdd
d). Ast:

1) Se tiene siempre a = a (mdd d).

2') De a =b (mdd d) se sigue b =a (méd d).

3") Dea=b(médd)yb =c(mbdd) sesigue a =c(mbdd).
Dejamos al cuidado del lector el comprobar estos hechos.
Ademas, de a =a’ (méd d) y b =b" (mdd d) se sigue

4Y a+b=a +b' (mddd).

5Ya-b=ad -b" (mbdd).

6)Ya-b=a b (mbddd).
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Resulta, en consecuencia, que varias congruencias respecto del mismo médulo pueden sumarse, restarse
y multiplicarse.

Para probar estas tres proposiciones es suficiente observar que si
a=a +rd b=b"+sd,
se tiene
a+b=a" +b" +(r+s)d,
a-b=a-b"+(r-s)d,
ab=a'b"+ (a's + b'r + rsd)d,
de donde resultan las conclusiones deseadas.

El concepto de congruencia tiene una interpretacion geométrica muy intuitiva. De ordinario, cuando se
quiere representar los enteros geométricamente, se elige un segmento de longitud unidad y se llevan este y
sus maltiplos en los dos sentidos. De este modo se hace corresponder a cada entero un punto sobre la recta,
como en la figura siguiente.

—0 O o) O O o) o—
-3 -2 -1 0 1 2 3

Representacion geométrica de los nimeros enteros.

Si se trata de los enteros modulo d, dos nimeros congruentes se consideran como uno mismo en lo que a la
division por d se refiere, puesto que los dos dan el mismo resto. Para ver esto geométricamente, utilicemos
una circunferencia dividida en d partes iguales.

Cualquier entero dividido por d da de resto uno de los d nimeros 0, 1, ..., d - 1, que estan situados a inter-
valos iguales sobre la circunferencia. Cualquier entero es congruente mddulo d con uno de estos d nimeros y,
por tanto, puede ser representado geométricamente por uno de esos puntos; dos nlimeros son congruentes
si estan representados por el mismo punto.

1
2
8

ee\O W W eoe
eeND O\ O oo

Representacion geométrica de los nimeros enteros respecto del médulo 6.

La figura de arriba estéa dibujada para el caso d = 6. La esfera de un reloj es otro ejemplo tomado de la vida corriente.

Como aplicacién de la propiedad multiplicativa 6”) de las congruencias, determinaremos los restos de las
sucesivas potencias de 10 respecto de un nimero dado; por ejemplo,

10 = -1 (mo6d 11),
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ya que 10 = -1 + 11. Por multiplicaciones sucesivas de esta congruencia por si misma se obtiene
102 = (-1)(-1) =1 (mdd 11)
10% = -1 (mod 11)
10* = 1(mod 11) etc.

Como consecuencia, se puede probar que cualquier entero
z=a,+a10+a,10*+... +a 10"
n

expresado en el sistema decimal da al dividirlo por 11 el mismo resto que la suma de sus cifras, tomadas
alternativamente con los signos mas y menos,

t=a,-a,+a,-a,+ ...
En efecto, se puede escribir
z-t=a,-11+a,(10°-1) +a,(10° +1) +a,(10* - 1) + ...

Y como todos los nimeros 11, 10* -1, 10° + 1, ... son congruentes con 0 médulo 11, también lo serd z - t;
por consiguiente, z da el mismo resto que t al dividirlo por 11. Resulta en particular que un nimero es
divisible por 11 (es decir, da de resto 0) cuando, y Gnicamente entonces, la suma alternada de sus cifras es
divisible por 11. Por ejemplo, puestoque 3 -1 +6 -2 +8 -1+ 9 =22, el nmero z=3162819 es divisible
por 11.

/// \\\ /// \\\
/ \ / \
/ \ / \
/ \ 7 \
y \AS v
® ® ® ® ® ° ® ® ® ® ® >
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Representacién geométrica de los numeros enteros respecto del médulo 4.

Encontrar una regla de divisibilidad por 3 o por 9 es méas sencillo atin, puesto que 10 =1 (méd 3 0 9) y, por
consiguiente, 10" =1 (mod 3 0 9) para todo n. Resulta asi que para que un niimero z sea divisible por 3 o por
9 es necesario y suficiente que la suma de sus cifras

s=a,+0a,+0a,+...+a_
sea también divisible por 3 o por 9, respectivamente.
Para las congruencias modulo 7 se tiene

10=3, 10’=2, 10°=-1, 10*=-3, 10°=-2, 10°=1.

Los restos sucesivos se repiten, de donde resulta que para que z sea divisible por 7 es necesario y suficiente
que la expresion

r:ao+301+202—03—304—205+a6+307+...

sea divisible por 7.

Ejercicio para pensar. Hallese una regla analoga para la divisibilidad por 13.

Sumando o multiplicando congruencias respecto de un médulo fijo, por ejemplo, d = 5, podemos evitar los
nGmeros muy grandes al reemplazar cualquier nimero a por el del conjunto 0, 1, 2, 3, 4 congruente con él.
Asi, para calcular sumas y productos médulo 5 necesitamos Gnicamente las siguientes tablas de adicién y
multiplicacion:
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+ 01234 X 01234

0 01234 0 00000

1 12340 1 01234
a+bs= axb=

2 23401 2 02413

3 34012 3 03142

4 40123 4 04321

De la segunda de esas tablas resulta que un producto a b es congruente con 0 (mdd 5) Gnicamente sia o b
son =0 (mbd 5).

Esto sugiere la ley general
7) ab=0(mbdd) Gnicamentesia=00b =0 (mdd d),

la cual resultaria como una extension de la ley ordinaria para enteros que dice que se tiene ab = 0 inicamente
siesa=00b=0.Ahora bien: la ley 7) es valida solamente cuando el médulo d es un nimero primo. En
efecto, la congruencia

ab=0(modd)

significa que d divide a ab, y hemos visto antes que un ndmero primo divide a un producto ab (inicamente
sidivide aa o a b; esto es, nicamente si

a=0(mbédd) o b=0(mbdd).

Si d no es primo, esta regla no vale en general, puesto que si es d = r x s, siendo r y s menores que d, se
tiene

r£0(moédd), s=0(modd),
y, en cambio, es
rs=d =0 (mbd d).
Por ejemplo, 2 # 0 (méd 6) y 3 # 0 (mdd 6); sin embargo, 2 x 3 =6 =0 (mdd 6).

Siesab=acya#0,setieneb =c.

Ejercicios de entrenamiento

1. ;Con qué nimero entre 0 y 6 incluidos es congruente médulo 7 el producto
11-18-2322-13-197

2. ;Con qué nimero comprendido entre 0y 12 incluidos es congruente médulo
13 el producto3 -7 -11-17-19-23-29-113?

3. ;Con qué nimero entre 0 y 4 incluidos es congruente médulo 5 la suma
1+2+21+...+2117
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2. Pequeno teorema de Fermat

brié un teorema muy importante: si p es un nimero primo que no divide al entero a,

< 73;) se tiene:
S
art=1(mébd p),

N

& Z En el siglo xvi1, Pierre de Fermat, el fundador de la moderna teoria de nmeros, descu-

V% lo que significa que la potencia (p — 1)-ésima de a da resto 1 al dividirla por p. Su interés
..~~~ principal esta en su aplicacion al problema de la primalidad y a la criptografia.

Algunos de nuestros célculos anteriores confirman este teorema; por ejemplo, encontra-
bamosque10¢=1(méd7),10°=1(mdd3),y10°=1(mdd 11). Del mismo modo se veriaque es

22=1(mdd 13) y 5 =1 (mdd 11). Para comprobar las Gltimas congruencias no es necesario calcular
efectivamente las potencias indicadas, ya que pueden utilizarse ventajosamente las propiedades multiplica-
tivas de aquellas:

) 52=3 (méd 11)

24=16=3 (mbod 13) .
. 54=9=-2 (mdd 11)

22=9=-4 (mdd 13) )
58=4 (mdd 11)

2= 4x3-=-12=1 (mod13) ,
50=3:4=12=1 (mb6d11)

Para demostrar el teorema de Fermat, consideremos los mltiplos de a:
m,=a,m,=2a,m,=3aq,..., m,, = (p - Da.

Ningln par de estos enteros puede estar formado por nlimeros congruentes médulo p; de lo contrario, p
seria un factor de m —m, = (r - s)a para algn parr, 5, siendo 1 <5 <r < (p - 1). Pero la regla 7) indica que
esto no puede ocurrir; puesto que r — s es menor que p, p no puede ser factor de (r - s), y habiamos supuesto
que p no dividia a a.

Asimismo, ninguno de aquellos maltiplos puede ser congruente con 0. Por consiguiente, los nimeros m,,
m,, m,, ..., m,, deben ser congruentes con los nimeros 1, 2, 3, ..., p - 1 tomados en orden conveniente.
Resulta, como consecuencia,

mm,..m_=1-2-3 . (p-Da'=1-2-3 .. (p-1)(médp),
o, si escribimos por brevedad Kenvezde1-2-3 ... (p-1),
K(ar* - 1) =0 (mdd p).

Pero K no es divisible por p, ya que no lo es ninguno de sus factores; por tanto, en virtud de la regla 7),
(ar* - 1) debe ser divisible por p; es decir,

at-1=0(mbd p),
que es el teorema de Fermat.

Para comprobar el teorema una vez mas, tomemos p =23 y a = 5. Se tiene, entonces, (mod 23) 52=2, 5*=4,
58=16=-7,5%=49=3,5°=12,52=24=1. Cona =4, en vez de 5, se obtendria, también (mod 23),
42=-7,4=-28=-54=20=3,48=9,4"1=-45=1,42=1.

En el ejemplo anterior con a =4, p = 23 y en otros, se observa que no solamente la potencia (p - 1)-ésima de

a, sino también otras potencias menores pueden ser congruentes con 1. Pero ocurre siempre que la menor

de dichas potencias, en este caso 11, es un divisor de p — 1. (Véase el Ejercicio 3 siguiente.) W
)

Ejercicios de entrenamiento

1. Compruébese mediante calculos analogos a los anteriores que 26=1 (md6d 17); 3 =-1 (m6d 17); (/ P
3% =-1 (mbd 29); 2% = -1 (mdd 29); 4" =1 (mdd 29); 5% =1 (mdd 29). (ﬁ/ﬁ\

2. Compruébese el teorema de Fermat parap =5, 7, 11, 17, 23 con diferentes valores de a. ;\
1>
4
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3. Demuéstrese el teorema general siguiente: El menor entero positivo e para el que se tenga a®=1 (mod p),
siendo p primo, debe ser un divisor de p - 1.

[Indicacién: Dividiendo p - 1 por e, se obtendriap — 1 = ke + r, siendo 0 < r < e; utilicese el hecho de
que @’ =a° =1 (mbd p).
3. Restos cuadraticos o ley de reciprocidad cuadratica

Porlos ejemplos considerados en relacion con el teorema de Fermat, se ha visto que no sola-
mente essiemprea’=1(mddp), sino que (sip esun niimero primo distinto gle 2y, porcon-
p-

¢

‘N

Cad N / e
,.4,\9\% siguiente, impary delaformap =2p’+1) paraalgunosvaloresdea, a” =a ? =1 (modp).
%f Este hecho sugiere otras varias cuestiones interesantes. Podemos escribir el teorema en
la siguiente forma:

g &»& at-1=a*-1=(a"-1)(@ +1)=0(mbdp).

Puesto que un producto es divisible por p cuando uno al menos de los factores lo es, resulta inmediatamente

que, o bien @ -1 0 @ + 1 debe ser divisible por p, de modo que para cualquier primo p > 2 y cualquier
namero a no divisible por p, se tiene

p-1
2

p-1
a? =1 o0 a? =-1(mbdp).

Desde el comienzo de la moderna teoria de nlimeros los matematicos se han interesado por el problema de
determinar qué niimeros a pertenecen a la primera clase y cuéles a la segunda. Supongamos que a es con-

gruente modulo p con el cuadrado de otro entero x : a = x* (mdd p).
p-1
Entonces, se tendra: a 2 =x"" y, de acuerdo con el teorema de Fermat, congruente con 1 modulo p. Un

namero a, no maltiplo de p, que sea congruente médulo p con el cuadrado de otro entero se llama resto
cuadratico de p, mientras que un ndmero b, no maltiplo de p, que no sea congruente con ningln cuadrado,
se llama no-resto cuadratico de p.
p-1
Acabamos de ver que todo resto cuadratico a de p satisface la congruencia a 2 =1 (méd p). Sin grandes
p-1

dificultades, se puede probar que para cualquier no-resto b se tiene la congruencia b 2 =-1 (mdd p). Por
otra parte, vamos a demostrar que entre los nmeros 1, 2, 3, ..., p - 1 hay precisamente (p — 1)/2 restos
cuadraticos y (p - 1)/2 no-restos.

Aun siendo posible obtener muchos datos empiricos por calculo directo, al comienzo no fue facil descubrir
leyes generales que rigieran la distribucion de los restos y no-restos cuadraticos. La primera propiedad im-
portante de los restos fue observada por Adrien-Marie Legendre (1752-1833) y designada mas tarde por
Gauss con el nombre de ley de reciprocidad cuadratica. Esta ley se refiere al comportamiento de dos nimeros
primos distintos p y g, y dice que g es un resto cuadratico de p cuando, y solo entonces, p es resto cuadratico
de g, si el producto [(p - 1)/2][(g - 1)/2] es par. En el caso en que dicho producto sea impar, la situacion es
la inversa, de modo que p es resto de g si g es no-resto de p. Uno de los descubrimientos juveniles de Gauss
fue la primera demostracion rigurosa de este teorema, que durante mucho tiempo habia desafiado al mundo
matematico.

Carl Friedrich Gauss Adrien-Marie Legendre

La primera demostracion de Gauss no era sencilla y aiin hoy la ley de reciprocidad no es facil de establecer, a
pesar de que se han dado de ella numerosas demostraciones. Su verdadera significacion aparece claramente
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cuando se establece su conexion con los descubrimientos modernos en la teoria de los nlimeros algebraicos. Como
ejemplo para ilustrar la distribucion de los restos cuadraticos, tomemos p = 7. Entonces, puesto que se tiene

0°=0,17=1,2"=4,3"=2,4=2,5=4,6" =1,

todas moédulo 7, y ya que los cuadrados restantes repiten esta sucesion, los restos cuadraticos de 7 son los nd-
meros congruentes con 1, 2 0 4, mientras que los no-restos son congruentes con 3, 5 0 6. En el caso general,
los restos cuadraticos de p son los nimeros congruentes con 1%, 2%, ..., (p - 1) Pero estos son congruentes
a pares, pues se tiene

x*=(p-r)*(modd p) [porejemplo, 2* =52 (mbd 7)].
por ser (p - x)* = p? - 2px + x* =x*> (mdd p). Resulta asi que la mitad de los nimeros 1, 2, ..., p — 1 son restos
cuadraticos de p y la otra mitad son no-restos cuadraticos.

Como ejemplo de la ley de reciprocidad, tomemos p = 5, g = 11. Por ser 11 = 1> (méd 5), 11 es resto cuadra-

5-1]|11-1
tico (mdd 5); y como el producto {T}[ 5 ] es par, la ley de reciprocidad dice que 5 es resto cuadratico
(méd 11). En confirmacion de esto, observemos que se tiene 5 = 4? (mod 11).

. 7-1(1]11-1
Por otra parte, sip = 7, g = 11, el producto [TH S

(méd 7) [ya que 11 = 22 (mdd 7)], mientras que 7 es no-resto cuadratico (méd 11).

] es impar, y en efecto 11 es un resto cuadratico

Ejercicios de entrenamiento

1. 6?=36 =13 (mdd 23). jEs 23 resto cuadratico (mod 13)?

2. Hemos visto que x? = (p - x)* (mdd p). Demuéstrese que esas son las Gnicas
congruencias modulo p entre los nimeros 12, 22, 32, ..., (p - 1)~

Tiempo de imaginacion, creatividad y aventuras del pensamiento

&
{\ 7}“
N) El sistema atico de numeracion
EAS

El cuadro de la matematica pitagorica esta basado en su mayor parte en infor-
maciones de comentaristas que vivieron muchos siglos mas tarde y que esta-
ban, casi sin excepcion, interesados principalmente en los aspectos filos6ficos
del pensamiento. Aunque parece perfectamente verosimil suponer, de acuerdo
con los comentaristas, que fueron los pitagdricos los principales responsables
de la concepcion abstracta e intelectual que transformé la matematica en una
disciplina liberal, el nivel de sofisticacion durante los siglos viy v a. C. pudo no
haber sido tan alto como el que le atribuye la tradicion. Tiene que haber resul-
tado demasiado tentador para los seguidores tardios de una escuela filosofica
tal como la pitagdrica el hecho de exagerar los logros del fundador y de los primeros miembros de la secta.

Es muy probable que durante las primeras etapas del pitagorismo estuvieran presentes ciertos elementos primi-
tivos que no pasaron a la historia, aunque es obvio también que la actitud hacia la matematica que representa-
ban los pitagoricos fue, casi con toda certeza, atipica dentro del pensamiento griego considerado globalmente.

Los helenos se hicieron famosos como habiles mercaderes y negociantes. Por lo tanto, tuvo que haber un
nivel inferior de la aritmética o del calculo numérico que pudiera satisfacer las necesidades de la gran mayoria
de los ciudadanos griegos. Este tipo de actividad numérica quedaria en todo caso muy por debajo del cam-
po de atencion de los fil6sofos y no es l6gico esperar que en sus bibliotecas se encontraran exposiciones de
aritmética practica. Asi, pues, si no han llegado hasta nosotros ni siquiera fragmentos de las posibles obras
pitagbricas mas sofisticadas, esta claro que no seria razonable contar con que los manuales de matematica
comercial hubieran resistido los estragos del paso del tiempo.
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Como consecuencia, no podemos decir en esta instancia como se efectuaban los procesos ordinarios de la
aritmética en Grecia hace 2.500 afios; lo mejor y casi lo Gnico que podemos hacer es describir los sistemas de
numeracion que parecen haber sido utilizados.

En términos generales, parecen haber existido dos sistemas de numeracion principales en Grecia: uno de
ellos, probablemente el mas antiguo, recibe el nombre de sistema de notacion dtico o herodidnico, mientras
que al otro se le conocia como sistema jénico o alfabético. Para representar los nimeros naturales, ambos sis-
temas se basan en una escala de base diez, pero el primero es el mas primitivo, ya que consiste en un simple
esquema iterativo que se encuentra ya en la numeracion jeroglifica egipcia anterior a esta y también en los
numerales romanos posteriores.

0 e T TR THIT A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Al AN B H X )M M
15 20 50 100 500 1000 5000 10000 50000

Sistema atico de numeracion.

En el sistema atico (representacion de arriba), los nimeros de uno a cuatro se representaban por medio de
palotes verticales repetidos; para el cinco se adoptd un simbolo nuevo que era la primera letra IT (o T') de
la palabra usada para el cinco, penta. (Hay que advertir que en aquella época se utilizaban Gnicamente las
letras maydsculas, tanto en las obras literarias como en la matematica, mientras que las letras mindsculas
fueron inventadas a finales de la edad antigua o comienzos del periodo medieval.)

Para los niimeros del seis al nueve, el sistema atico combinaba el simbolo I" con palotes unitarios, de manera
que ocho, por ejemplo, se escribia como I'IIl. Para las potencias enteras positivas de la base diez se utilizaban
las letras iniciales de las palabras correspondientes: A para deka (diez), H para hekaton (cien), X para khilio
(mil) y M para myrioi (diez mil).

Excepto en la forma de los simbolos, el sistema atico se parece mucho al romano, pero tenia una ventaja:
mientras que en el mundo latino se adoptaron simbolos especiales para 50 y para 500, los griegos escribian
estos nimeros combinando las letras para 5, 10 y 100, de manera que 50 venfa representado como se indica
en la tabla de arriba o por combinacion: I'A 5 por 10, y 500, por I'H 5 por 100. Analogamente, escribian
como indica la tabla o con I'X para 5000 y I'M para 50000; asi pues, el nimero 45678, por ejemplo, se es-
cribiria en notacion atica de la forma MMMM[TXTHHIAAATTII].

El sistema de numeracion jonico

El sistema de notacion atico (conocido también como herodianico debido a que aparece descrito en un trozo
atribuido a Herodiano, un gramatico del siglo 11) aparece con inscripciones de diversas fechas que van del
454 al 95 a. C., pero a comienzos de la época alejandrina, aproximadamente durante el reinado de Ptolomeo
Filadelfo, se vio desplazado por el sistema jonico o alfabético para los numerales.

Sistemas alfabéticos analogos fueron utilizados en una u otra época por varios pueblos semiticos, incluidos
los hebreos, sirios, arameos y arabes, asi como por otros no semiticos tales como los godos, pero estos siste-
mas parecen haber sido adoptados por influencia de la notacién griega. El sistema jonico probablemente se
utilizaba ya durante el siglo v a. C., e incluso quiza tan temprano como en el siglo viii a. C.; una de las razones
para situar los origenes de este sistema de notacion relativamente pronto es la de que este esquema requiere
27 letras del alfabeto: nueve para los enteros menores que 10, nueve para los miltiplos de 10 menores que
100 y nueve para los maltiplos de 100 menores que 1000.

Ahora bien, el alfabeto griego clasico contiene solo 24 letras. Por lo tanto, se hizo uso de un alfabeto mas an-
tiguo que incluia tres letras arcaicas adicionales, la F (vau, digamma o stigma), la ¢ (koppa) y la 2 (sampi),
para establecer la siguiente asociacion entre letras y nimeros:
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A BRI AN €E S Z H &
7 8 9

| K A M N 3 0 N ¥

10 20 30 40 50 60 70 80 90

peTN XKW
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Sistema jonico de notacion.

Y como las tres letras arcaicas ocuparon en este esquema para los numerales las mismas posiciones que te-
nian en el alfabeto més antiguo, se ha sugerido que quiza se introdujo el sistema jonico antes de que fueran
abandonadas estas tres letras, es decir, hacia el siglo viil a. C. Sin embargo, este punto de vista resulta menos
convincente si nos paramos a considerar el largo intervalo de tiempo transcurrido entre esta hipotética intro-
duccion y el triunfo final del sistema en el siglo 11 a. C.

La ventaja obvia de concisién que tiene el sistema alfabético deberia haber conducido a una adopcién mas
rapida de este sistema que no con el retraso mencionado de medio milenio. El cifrado del sistema de nota-
cién jonico guarda esencialmente la misma relacién con la numeracién atica que la hierdtica egipcia con la
jeroglifica més complicada, donde la superioridad de la escritura cursiva estuvo muy clara para los escribas
desde antiguo.

Después de la introduccion de las letras minGsculas en Grecia, la asociacion entre letras y nimeros qued6 de
la forma siguiente:

o apha 1 L iota 10 o rho 100
B beta 2 K kappa 20 o sigma 200
Y gamma 3 A lambda 30 T tau 300
o delta 4 u mu 40 v upsilon 400
€ epsilon 5 v nu 50 0 phi 500
C stigma 6 5 Xi 60 X chi 600
C zeta 7 o omicron 70 P psi 700

eta 8 T pi 80 ® omega 800
) theta 9 0 koppa 90 ? sampi 900

Como estas formas son las mas familiares hoy, las usaremos en lo que sigue. Para los nueve primeros multi-
plos de 1 000 se adoptaron en el sistema jonico las nueve primeras letras del alfabeto, de nuevo, en un uso al
menos parcial del principio posicional, pero para mayor claridad y evitar las ambigtiedades, estas letras son
precedidas por un acento:

, O ’ B ’ Y s 6 » € > ﬂ s t.x ] n s e
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
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Dentro de este sistema puede escribirse facilmente cualquier nmero menor que 10000 con solo cuatro
simbolos; por ejemplo, el nimero 8888 vendria escrito como , | w T 1, o bien simplemente como 1 w w1,
ya que el acento a veces se omitia cuando el contexto no admitia duda. El uso de las mismas letras para
los miles que para las unidades deberia haber sugerido a los griegos el principio posicional completamente
desarrollado para la aritmética decimal, pero el hecho es que parecieron apreciar las ventajas de este paso.

Que tenian este principio mas o menos en la cabeza es evidente no solo por el uso repetido de las letras o
a 0 para las unidades y los millares, sino también por el hecho de que los simbolos se acomodan por orden
de magnitud, desde el menor a la derecha al mayor a la izquierda. Al llegar al nimero 10 000, que para los
griegos sefalaba el comienzo de una nueva manera de contar o categoria numérica, en un sentido parecido
a como hacemos nosotros al separar los miles de las potencias menores por un punto o un espacio, el sistema
de notacién jonico griego adoptaba un principio multiplicativo.

Una expresion que representa a un nimero de 1 a 9999, si aparece escrita encima o a continuacion de ella
la letra M, separada del resto del niimero por un punto, expresa el producto de dicho nimero por 10 000, la
miriada griega. Asi, el nimero 88 888.888 vendria escrito como M, nwmm - nomm. Si se necesitan ndmeros
aln mas grandes podia aplicarse el mismo método a la doble miriada, 100,000.000 o 10°.

El sistema de notacion griego antiguo para los enteros no era excesivamente incomodo y servia eficazmente
para los fines a que estaba destinado, pero donde el sistema mostraba sus puntos débiles era en el tratamien-
to de las fracciones. Los griegos se vieron tentados a usar principalmente las fracciones unitarias, como los
egipcios, y tenian un sistema sencillo para representarlas; escribian meramente el denominador y le coloca-
ban a su derecha un acento o sefal diacritica para distinguirlo del entero correspondiente.

Asi, por ejemplo, W apareceria MY, expresion que podria confundirse, desde luego, con la representacion del ni-

mero BOZ, pero el contexto o el uso de palabras adicionales podia ayudar a clarificar la situacion sin ambigtiedades.

En los siglos posteriores se generalizé el uso de las fracciones ordinarias y de las sexagesimales, pero esto lo
estudiaremos mas adelante en conexion con la obra de Arquimedes, de Ptolomeo y de Diofanto, pues ahi
nos encontraremos ya con documentos que, aunque en realidad no provengan directamente de la época de
estos hombres, son copias de obras escritas por ellos, situacion completamente diferente de la que se refiere
a los matematicos del periodo helénico.

Aritmética y logistica
Segiin el Diccionario de la lengua espanola de la Real Academia, la palabra “logistica” viene
“Del lat. mediev. logisticus, y este del gr. hoyiotikdg logistikos.
1. adj. Perteneciente o relativo a la logistica.
2. Logica que emplea el método y el simbolismo de las matematicas.
3. Parte de la organizacion militar que atiende al movimiento y mantenimiento de las tropas en campana.
4

Conjunto de medios y métodos necesarios para llevar a cabo la organizacion de una empresa o de un
servicio, especialmente de distribucion.

Sinénimos o afines de “logistico, logistica: organizacion, estrategia.”.

La logistica, en nuestra vida cotidiana, es la actividad que planifica, gestiona, controla el almacenamiento y
envio de bienes en una cadena de suministro. Su objetivo principal es gestionar todas las operaciones relacio-
nadas con el movimiento de materias primas o productos de la forma mas eficiente posible.

Ahora usaremos este término en su segunda acepcion del diccionario y ligado a la aritmética y sus métodos.

La historia de la matematica durante la época de Tales y de los pitagéricos depende necesariamente en alto
grado de conjeturas e inferencias, puesto que los documentos originales se han perdido todos. A este respecto,
nuestros conocimientos de la matematica griega del 600 al 450 a. C. son muchos e inseguros, y de los que tene-
mos sobre el dlgebra babil6nica o la geometria egipcia hacia el 1700 a. C. no han sobrevivido ni siquiera aparatos
o tablas de operaciones matematicas de la Grecia arcaica. Es evidente que debio utilizarse algin tipo de mesa
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para calculos con abaco para efectuar las operaciones aritméticas, pero la forma del aparato y su funcionamien-
to tenemos que inferirlos del abaco romano y de algunas referencias dispersas por los autores griegos.

Herédoto (Heroédoto de Halicarnaso fue un historiador y geégrafo griego, tradicionalmente considerado
como el padre de la historia en el mundo occidental y el primero en componer un relato razonado y estruc-
turado de las acciones), que escribia en la primera mitad del siglo v a. C., nos dice que al calcular con piedre-
cillas, lo mismo que al escribir, los griegos movian la mano de izquierda a derecha, mientras que los egipcios
lo hacian de derecha a izquierda.

Un vaso ceramico un poco posterior nos muestra a un cobrador de tributos con un tablero para cuentas que
se utilizaba no solo para los mltiplos decimales enteros de un dracma, sino también para subdivisiones frac-
cionarias no decimales. Comenzando por la izquierda, las sucesivas columnas representan las miriadas, los
miles, cientos y decenas de dracmas, respectivamente, con los simbolos utilizados en notacion herodianica;
a continuacion, siguiendo a la columna de las unidades para dracmas, aparecen las columnas para los 6bolos
(seis 6bolos son iguales a un dracma), para medios 6bolos y para los cuartos de ébolo.

Aqui podemos ver la habil manera en como evitaban las civilizaciones antiguas el uso excesivo de fraccio-
nes: simplemente subdividian las unidades de longitud, peso y moneda de un modo tan eficaz que podian
calcular en términos de multiplos enteros de las subdivisiones. Esta es sin duda la explicacion de la gran po-
pularidad de que gozaron en la Antigliedad las subdivisiones duodecimales y sexagesimales, puesto que en
este campo el sistema decimal presenta notables desventajas; las fracciones decimales se usaron raramente,
ya fuera por los griegos o por otros pueblos occidentales, hasta el periodo del Renacimiento.

El abaco se puede adaptar con facilidad a cualquier sistema de numeracién o a cualquier combinacién de
sistemas; es probable que su uso extendido se deba, al menos en parte, al desarrollo sorprendentemente
tardio de un sistema de notacion posicional coherente para los enteros y las fracciones.

Al respecto, la época pitagérica contribuy6é poco o nada al progreso: el punto de vista de los pitagoricos
parece haber sido tan decididamente filoséfico y abstracto que los detalles técnicos del calculo apenas les
interesaron. Estas técnicas fueron relegadas a una disciplina independiente llamada “logistica”, que trataba
de la numeracién y el calculo aplicados a las cosas y no de la esencia y las propiedades de los nimeros en si,
que eran las cuestiones de las que se ocupaba la aritmética.

Es decir que los antiguos griegos hicieron una distincion clara entre el mero calculo, por un lado, y lo que se
conoce hoy en América como teorfa de niimeros (y en Inglaterra como aritmética superior), por el otro. La
cuestion de si una separacion tan marcada fue una desventaja o no para el desarrollo histérico de la matema-
tica puede ser discutible, pero lo que no es facil negarles a los matematicos jonicos y pitagdricos primitivos es
el papel principal en la construccion de la matematica como disciplina racional y liberal. Por esta razén a Tales
se le llama a veces el primer matematico y a Pitagoras se le suele conocer como el padre de la matematica.

Hasta qué punto podemos aceptar tales estimaciones de una manera literal, en vista de la ausencia de evi-
dencia documental que las apoye, dependera de nuestro grado de confianza en la tradicion. Es evidente que
la tradicion puede ser bastante engafiosa, pero es raro que esté completamente equivocada.
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Empecemos por la teoria de nimeros
INTRODUCCION

Los enteros fueron poco a poco perdiendo su relacién con supersticiones
y misticismos, pero su interés, para los matematicos, no disminuyé nunca.
Euclides (hacia el afio 300 a. C.), cuya fama esta ligada a la parte de sus Ele-
mentos que forma la base de la geometria elemental, parece haber obtenido
resultados originales en la teoria de nimeros, mientras que su geomettria es,
en su mayor medida, una compilacién de resultados anteriores. Diofanto de
Alejandria (hacia el afio 275), uno de los primeros algebristas, dejo una hue-
lla importante en la teoria de nimeros. Pierre de Fermat (1601-1665), jurista en Toulouse (Francia) y uno de
los mas grandes matematicos de su tiempo, inici6 las investigaciones modernas en este campo.

Leonhard Euler (1707-1783), el més prolifico de los matematicos, obtuvo una gran cantidad de resultados en
la teorfa de nmeros entre sus investigaciones matematicas. Otros nombres preeminentes en los anales de la
matematica —Adrien-Marie Legendre, Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Bernhard Riemann- deben anadirse a
la lista anterior a Gauss (1777-1855), el mas célebre matemaético de los tiempos modernos, dedicado asimis-
mo a distintas ramas de la matematica, quien resumid su opinion sobre la teoria de nimeros en la frase: “La
matematica es la reina de las ciencias y la teoria de nlimeros es la reina de la matematica”.

LOS NUMEROS PRIMOS

1. Hechos fundamentales

La mayor parte de las proposiciones de la teoria de nimeros, como en general de la matematica, no se re-
fieren a un objeto particular, el nimero 5 o el nmero 32, sino a una clase completa de objetos que tienen
alguna propiedad comun; por ejemplo, la clase de todos los nimeros pares:

2,4,6,8, ...,
o la clase de los enteros divisibles por 3:

3,6,9,12, ..,
o bien la clase de los cuadrados de los nimeros enteros:

1,4,9, 1s, ..,
y asi sucesivamente.

De fundamental importancia en la teoria de niimeros es la clase de los nimeros primos. Casi todos los ente-
ros se pueden descomponer en producto de factores mas pequefos:

10=2x5,111=3x%x37,144 =3 x3 x 2 x2 x2 x 2, etcétera.
Los nimeros que no pueden descomponerse de este modo se llaman ndmeros primos o simplemente primos.

Con mas precision, un nimero primo es un entero p, mayor que uno, que no admite mas factores que él
mismo y la unidad. (Se dice que un entero a es factor o divisor de otro entero b si existe otro entero c
tal que b = ac.) Los niimeros 2, 3, 5, 7,11, 13, 17, ... son primos, mientras que 12, por ejemplo, no lo es, ya
que se tiene 12 = 3 x 4. La importancia de la clase de los niimeros primos se debe al hecho de que cualquier
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entero puede expresarse como producto de ndmeros primos: si un nimero no es primo, se puede descom-
poner sucesivamente hasta que todos sus factores sean primos; por ejemplo:

360=3x%x120=3%x30x4=3x3%x10%x2%x2=3%x3x5%x2x%x2x%x2=2>%x32x5.

Un entero (distinto de 0 y 1) que no sea primo se llama compuesto. Una de las primeras cuestiones que se
presentan en la teoria de los nimeros primos es la de saber si hay solamente un nimero finito de estos nu-
meros o si, por el contrario, la clase de los nimeros primos tiene infinitos elementos distintos, como ocurre
con la clase de los nimeros enteros de la cual forma parte. La respuesta es: existen infinitos nimeros primos.

La prueba de la infinitud de la clase de los nimeros primos dada por Euclides ha quedado como modelo
de razonamiento matematico. Procede por “reduccion al absurdo”y parte de la hipotesis de que el teorema
es falso. Esto significa que existiria inicamente un ndmero finito de nimeros primos, quiza muchos (por
ejemplo, un millén) o, dicho de un modo general, n. Usando subindices, podriamos indicar dichos nimeros
primos por p,, p,, ..., p,. Cualquier otro entero seria compuesto y deberia ser divisible por uno al menos de

los p., p, -, p,.

Vamos a ver que dicha hipétesis nos lleva a una contradiccion; para ello, construyamos un niimero A que sera
distinto de los primos p,, p,, ..., p, por ser mayor que ellos y que, sin embargo, no sera divisible por ninguno
de los p. Tal ndmero es el

A=p, xp,x..xp +1

Es decir, se obtiene afiadiendo 1 al producto de todos los nimeros primos que suponiamos existentes. A es
distinto de los p y, por tanto, debe ser compuesto.

Pero dividiendo A por p,, o por p,, etc., se obtiene siempre de resto 1; en consecuencia, A no admite ningn
p como divisor. Puesto que nuestra hipétesis inicial de que habia solo un ndmero finito de ndmeros primos
nos conduce a una contradiccion, dicha hipdtesis es absurda y, entonces, la contraria debe ser cierta; esto
prueba el teorema.

Aunque la demostracion es indirecta, puede modificarse facilmente para dar un método constructivo, al me-
nos tedricamente, de una sucesion infinita de ndmeros primos. Partiendo de un nmero primo cualquiera,
por ejemplo, p, = 2, supongamos que hemos encontrado n primos p, p,, p,, ..., p,; observemos entonces
que el nimerop, xp, x ... x p_+1, o bien es primo o bien contiene factores primos que han de ser distintos
de los n hallados previamente.

Puesto que estos factores pueden hallarse por ensayos directos, estamos seguros de que, en todo caso, hay
al menos un nuevo factor primo p__; procediendo de este modo se ve que la sucesion de los nimeros primos
construibles no tiene fin.

n+1’

\

Si un nimero ha sido expresado como producto de nimeros primos, podemos disponer dichos factores
primos en un orden cualquiera. La experiencia demostraria que, salvo la arbitrariedad en la ordenacion, la
descomposicion de un nimero N en factores primos es (inica:

Todo entero N, mayor que 1, puede descomponerse en producto de nlimeros primos, y solamente de
una forma.

Esta proposicion parece a simple vista tan evidente que un profano podria inclinarse a admitirla sin prueba. Sin
embargo, no es una trivialidad y la demostracion, aunque elemental, requiere algunos razonamientos sutiles.

La demostracion clasica, dada por Euclides, de este “teorema fundamental de la aritmética” esta basada en
un método o “algoritmo” para el calculo del maximo comun divisor de dos nmeros. Este método sera consi-
derado mas adelante. En vez de dicha demostracion daremos aqui otra, de cosecha mas reciente; mas breve,
pero quiza mas artificiosa que la de Euclides.
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Sera un ejemplo tipico de demostracion indirecta. Supondremos la existencia de un entero susceptible de dos des-
composiciones basicamente diferentes, y de esta hipdtesis resultara una contradiccion. Esta contradiccion demostrara
que la hipdtesis de que existe un entero con dos descomposiciones esencialmente diferentes en factores primos es
absurda y, como consecuencia, resultara que la descomposicion en factores primos de un entero cualquiera es Gnica.

Si existe un entero positivo capaz de descomponerse en dos productos esencialmente diferentes de primos,
habra uno menor que todos los demés para el que se verifique tal propiedad,

m=p.p,...p,=q4,q, ... q, @h)
donde los p y los g son primos. Ordenando de nuevo, si es preciso, los p y los g, podemos suponer que se tiene

p,<p,<...<p, 4,<q,<...<q.

Ahora bien: p, no puede serigual a g, ya que, en caso contrario, dividiendo los dos Gltimos miembros de (1)
por p, = g, se obtendrian dos descomposiciones esencialmente diferentes para un entero menor que m, en
contradiccion con la eleccion hecha de m como el entero mas pequefio para el cual ese hecho es posible. Por
tanto, o bien esp, <q, o se tiene g, <p,.

Supongamos p, < q, (Si fuera g, < p, bastaria con cambiar las letras p y g en lo que sigue). Formemos el entero

m=m'-(.q,9,...9). )

Sustituyendo m por las dos expresiones dadas por (1), podriamos escribir el entero m’ en una de las dos formas
m'=@,p,...p)-P,q,...9)=p,(P,p, ... P, - 9,49, ... q) 3)
m'=(q,q,...-9) -(p.q,...9) =(q, -p)Qq,9q, ... ). %)

Puesto que es p, <q,, de (4) se sigue que m’ es un entero positivo, mientras que de (2) resulta que m’ es me-
nor que m. De donde se deduce que, salvo el orden de los factores, la descomposicion de m” debe ser Gnica.

Pero de (3) resulta que p, es un factor de m’; por tanto, de (4) se concluye que p, debe aparecer como factor
ode (q, - p,) ode(q,q, ... q). Esto resulta de suponer la descomposicion Gnica para m' (véase el razo-
namiento del parrafo siguiente). La Gltima hipotesis es imposible, porque p, es menor que todas las g. En
consecuencia, p, debe ser un factor de g, - p, de modo que existira un h tal que

qg,-p,=p,-h o g, =p,(h+1).
Pero esto expresa que p, es un factor de g, contrariamente al hecho de ser g, nimero primo. Esta contra-

diccioén prueba que nuestra hipdtesis inicial era absurda y, por tanto, completa la demostracién del teorema
fundamental de la aritmética.

Un corolario importante de este teorema fundamental es el siguiente: si un nimero primo p es un divisor
del producto ab, p debe ser factor de a o de b. Pues si p no fuera divisor de a ni de b, el producto de fac-
tores primos que da la descomposicién de ab no contendria p. Por otra parte, puesto que se supone que p es
un divisor de ab, existira un entero t tal que

ab = pt.

En consecuencia, el producto de p por una descomposicion en factores primos de t daria una descompo-
sicion de ab en factores primos que contendria p, lo que estaria en contradiccion con el hecho de que la
descomposicién en factores primos es Gnica.

Ejemplo. Si se ha comprobado de una parte que 13 es un divisor de 2652, y, de otra, que es 2652 = 6 x 442, se
puede concluir que 13 es un divisor de 442. Por el contrario, 6 es un factor de 240, y 240 = 15 x 16; sin embargo,
6 no es factor de 15 ni de 16. Esto Gltimo prueba que la hipdtesis de que p es primo es esencial para el corolario.

/ // Ejercicio para entrenarse. Para hallar todos los divisores de un niimero cualquiera a es sufi-
l@ ciente descomponer a en un producto:
3 a,

o o .
a=pxpyx..xp;

donde las p son los distintos factores primos, cada uno de ellos elevado a una cierta potencia.
Todos los divisores de a son los nlimeros

-25- Dialogando con los estudiantes...



B

b=plxplx...xpf
donde los B son enteros cualesquiera que satisfacen las desigualdades

0<B,=a,0=<B,=a, .. 0=f =a.

Demuéstrese esta proposicion. Como consecuencia, pruébese que el nimero de divisores distintos de a
(incluidos los divisores a y 1) viene dado por el producto

(o, + (o, +1) ... (o +1).
Por ejemplo,
144 = 2% x 3*
tiene 5 x 3 divisores, que son: 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 9, 18, 36, 72 y 144.

2. Distribucion de los nGmeros primos

Podemos construir una lista de todos los nimeros primos menores que un entero N dado escribiendo pri-
mero ordenadamente todos los enteros menores que N, tachando después todos los que sean mltiplos de
2; luego, todos los restantes que sean maltiplos de 3, y asi sucesivamente, hasta que hayan sido eliminados
todos los nimeros compuestos (Figura siguiente).

FSIORON SO 4
i

RREOREEXE
RRNRNERNEY
RODRDOREE®
RRRRYRRRER
RRARKER®R SR
RRARKLERRRN
SN OISO ES)
REEABVEEREREXR
MNEEREEREON
SRR RN RN R

Este proceso, conocido como la criba de Eratéstenes, conserva en el tamiz los nimeros primos menores que
N. Las tablas completas de nimeros primos hasta 10000000 han sido calculadas mediante mejoras del mé-
todo anterior; gracias a ellas se dispone de una masa imponente de datos empiricos referentes a la distribu-
cién y otras propiedades de los nimeros primos.

Sobre la base de estas tablas se han adelantado conjeturas plausibles (del mismo modo que si la teoria de
nGmeros fuese una ciencia experimental), muchas de las cuales resultan de demostracion muy dificil.

a) Formulas que dan niimeros primos

Se han hecho muchos intentos para obtener formulas aritméticas simples que dieran Gnicamente nimeros
primos, aunque no se obtuvieran todos. Fermat hizo la famosa conjetura (no en forma de afirmacién defini-
tiva) de que todos los nimeros de la forma

F(n)=2"+1
son primos. En efecto, paran =1, 2, 3, 4 se obtiene
F(1)=22+1=5,
F(2)=2"+1=2"+1=17,
F(3)=2" +1=2"+1=257,
F(4)=2" +1=2"+1=65537,
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todos los cuales son niimeros primos. Pero en 1732 Euler obtuvo la descomposicion
2" +1=614x6 700 417;

de donde resulta que F(5) no es primo. Mas tarde se comprobé que otros de los nimeros de Fermat eran
compuestos, siendo necesarios para dichas comprobaciones métodos dificiles de la teoria de niimeros, a
causa de la insuperable dificultad de los ensayos directos. Hasta la fecha, no ha sido probado que sea primo
ninguno de los nimeros F(n) para n > 4.

Otra sencilla y notable expresion que da varios nimeros primos es
f(n) =n?-n+41.
Paran=1,2, ..., 40, f(n) es primo; pero para n = 41, se tiene f(n) = 412, que evidentemente no es primo.
La expresion
n?-7%n + 1601

da primos para n menor que 80, pero falla para n = 80. En resumen, puede decirse que la tarea de encontrar
expresiones de tipo sencillo que den nimeros primos ha resultado estéril. Ni que decir tiene que la posibili-
dad de obtener una formula algébrica simple que diera todos los nimeros primos aparece como irrealizable.

b) NGmeros primos en una progresion aritmética

Mientras que es muy sencillo demostrar que existen infinitos nimeros primos en la sucesion de enteros 1,
2,3, ..., laextension de un resultado analogo para sucesiones tales como la 1, 4, 7,10,13, ...0la 3,7, 11,
15, 19,... o, més en general, para toda progresion aritmética, a, a+d, a+2d, ..., a+nd, ..., dondeaydno
tienen factores comunes, es bastante mas complicada.

Todas las observaciones parecen indicar el hecho de que en toda progresion de dicho tipo existen infinitos
ndmeros primos, como ocurre para la progresion mas simple: 1, 2, 3, ... Probar este teorema general requi-
ri6 un gran esfuerzo. Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), uno de los matematicos mas notables del
siglo xix, obtuvo ese brillante resultado mediante la aplicacién de los métodos mas avanzados del analisis
matematico de su tiempo.

+ 1
i, o S,

L/ #@’/};
=l ‘? \5
!

!

”/n £
Retrato de Peter Gustav Lejeune Dirichlet y una representacion grafica de las series infinitas.

T

Sus trabajos originales sobre este tema se cuentan ain hoy entre los resultados mas destacados y, pasado ya
mas de un siglo, la demostracion no ha sido lo suficientemente simplificada como para ser accesible a quie-
nes no posean una buena preparacion en la técnica del calculo y de la teoria de funciones.

Aunque no intentaremos probar el teorema de Dirichlet en toda su generalidad, es facil extender la demos-
tracion de Euclides sobre la infinitud de la sucesién de nimeros primos para desarrollar algunas progresiones
aritméticas especiales, tales como 4n + 3y 6n + 5.

Para tratar la primera, observemos que todo niimero primo mayor que 2 es impar (ya que en otro caso seria
divisible por 2) y, por tanto, sera de laforma 4n +1 o0 4n + 3, para ciertos enteros n. Por otra parte, el producto
de dos nlimeros de la forma 4n + 1 es también de esta forma, ya que

(4a+1)(4b+1)=16ab+4a+4b+1=4(4ab+a+b) +1.

-27 - Dialogando con los estudiantes...



Supongamos ahora que no existiera mas que un ndmero finito de nimeros primos p,, p,, p,, ..., p,, de la
forma 4n + 3, y consideremos el niimero

N:4(p1,p2, ...,pn)—l :4(p1, ...,pn—1)+3

O bien N es primo, o bien puede ser descompuesto en producto de nimeros primos, ninguno de los cuales
pudiendo serp,, p,, ..., p,, puesto que dividiendo N por cualquiera de estos da de resto 1. Ademas, no
todos los factores de N pueden ser de la forma 4n + 1, ya que N no es de esta forma y, como acabamos de
ver, el producto de nimeros de la forma 4n + 1 es también de esta forma.

Por tanto, al menos uno de dichos factores debe ser de la forma 4n + 3, lo cual es imposible, puesto que hemos
visto que ninguno puede ser de los p y estos formaban, seglin nuestra hip6tesis, todos los nimeros primos de
la forma 4n + 3. En consecuencia, la hip6tesis de que no hay mas que un nimero finito de nimeros primos
de la forma 4n + 3 nos ha llevado a una contradiccion, lo que demuestra que dicho nlimero debe ser infinito.

Ejercicio para entrenarse. Pruébese el correspondiente teorema para la progresion 6n + 5.

c) El teorema de los nimeros primos

En el proceso de la investigacion en busca de una ley que gobernase la distribucion de los nimeros primos,
se dio un paso decisivo cuando los matematicos, dejando de lado los fGtiles intentos para hallar una formula
simple que diera todos los nimeros primos o el nimero exacto de estos comprendidos entre los n primeros
enteros, buscaron en su lugar informacion relativa a la distribucién media de los ndmeros primos dentro del
conjunto de los enteros.

Para todo entero n, designemos con A el nimero de primos comprendidos entre los enteros 1, 2, 3, ..., n.
Si subrayamos los nimeros primos de la sucesion formada por los primeros enteros 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 10,
11,12,13,14,15,16,17, 18,19, ..., podremos calcular los valores iniciales de A :
A=0A,= 1'A3 =A, = 2'A5 :Ae = 3"A7 :As =A, :Aw =4,A,=A,= 5'A13 =A, :Als :A16 =6,
A=A, =7 A, =38 etc

Si tomamos ahora una sucesion de valores para n que crezca ilimitadamente, por ejemplo:
n =10, 10%, 103 104 ...,

la correspondiente sucesion de valores de A crecera también sin limite (pero menos rapidamente). Puesto
que sabemos que existen infinitos nimeros primos, los valores de A excederdan mas pronto o mas tarde a
cualquier nimero finito. La densidad de los niimeros primos entre los n primeros enteros vendra dada por el
cociente A /n, y a partir de la tabla de ndmeros primos los valores de A /n pueden ser calculados empirica-
mente para un gran nimero de valores de n.

N An/n

10° 0,168

10¢ 0,078498

10° 0,050847478

El Gltimo nimero decimal de esta tabla puede considerarse como la probabilidad para que un entero elegido
al azar entre los 10° primeros enteros sea primo, ya que el nlimero de casos posibles es 10°, de los cuales A
son primos.

La distribucion de nimeros primos particulares entre los enteros es muy irregular; pero esta irregularidad en
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pequeiio desaparece si fijamos nuestra atencion en la distribucion media de los nmeros primos dada por la
razobn A /n.

La ley sencilla que rige el comportamiento de este cociente es uno de los mas notables descubrimientos
de toda la matematica. Para establecer el teorema de los niimeros primos, debemos previamente definir el
“logaritmo natural” de un entero n. Con este objeto, tomemos en el plano dos ejes perpendiculares y con-
sideremos el conjunto de los puntos del plano para los cuales el producto de sus distancias x, y a estos dos
ejes es igual a la unidad.

En funcién de las coordenadas x, y, este lugar, una hipérbola equilatera, queda definido por la ecuacion xy =1.
El log n vendra definido entonces como el area limitada, en la siguiente figura,

por la hipérbola, el eje x y las dos verticales x =1 y x = n. (Una exposicion mas detallada del logaritmo se
vera mas adelante.)

Del estudio empirico de la tabla de nimeros primos, Gauss dedujo que el cociente A /n es aproximadamente
igual a 1/log n, y que la aproximacién mejora al crecer n. La bondad de la aproximacion viene medida por el

cociente A"—/n cuyos valores paran =1000, 1000000, 1000000000 se dan en la tabla siguiente:

1/logn
| An
n A/n 1/logn Llogn
10° 0,168 0,145 1,159
10° 0,078498 0,072382 1,084
10° 0,050847478 0,048254 942 1,053

Sobre la base de esta evidencia empirica, Gauss hizo la conjetura de que la razon A /n es “asintéticamente
igual a 1/log n”. Lo que quiere decir que si tomamos una sucesion creciente de valores de n; por ejemplo, si
tomamos para n

10, 102, 103, 104, ...
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como antes hicimos, larazonde A /nal/logn
A,/n
1/logn

calculada para estos valores sucesivos de n se aproximara cada vez mas a 1, y que la diferencia entre dicho
cociente y 1 serd tan pequeiia como queramos para valores suficientemente grandes de n. Esta afirmacion se
expresa simbdlicamente, mediante el signo ~ en la forma:

- W/
A,/n~1/logn, lo que significa que W tiende a 1 al crecer n.

Que el signo ~ no puede ser reemplazado por el signo ordinario de igualdad = resulta evidente si se observa
que mientras A es siempre entero, n/log n no lo es.

El hecho de que el comportamiento medio de la distribucion de los nimeros primos pueda ser descrito me-
diante la funcién logaritmica es un descubrimiento notable, ya que resulta sorprendente que dos conceptos
matematicos que parecen tan inconexos estén en realidad tan intimamente ligados.

Aunque el enunciado de la conjetura de Gauss es facil de comprender, una demostracion rigurosa de dicha con-
jetura era inaccesible a los métodos de la ciencia matematica de su época. Para probar el teorema, que se refiere
nicamente a conceptos elementales, es necesario emplear los métodos mas potentes de la matematica moderna.

Fueron precisos casi cien afios antes de que el analisis se desarrollara lo suficiente para que Jacques Hadamard
(1896), en Paris, y Charles-Jean de la Vallée Poussin (1896), en Lovaina, pudieran dar una demostracion
completa del teorema de los nimeros primos.

Importantes simplificaciones y modificaciones fueron realizadas por Hans Carl Friedrich von Mangoldt
(1854-1925), un matematico aleman que contribuyd a la solucién del teorema de los nimeros primos. Y Ed-
mund Georg Hermann Landau (1877-1938), otro matematico aleman de origen judio, trabaj6 en el campo
de la teoria de nimeros y el analisis complejo.

Mucho antes del resultado de Hadamard, Riemann (1826-1866) habia contribuido al problema con una
decisiva labor de exploracion en un célebre trabajo en el cual aparecen definidas las direcciones estratégi-
cas del posible ataque. Y hace ya un tiempo que el matematico norteamericano Norbert Wiener fue capaz
de modificar la demostracion de modo de evitar el uso de nimeros complejos en un paso importante del
razonamiento. En todo caso, la demostracion del teorema de los nimeros primos continGa siendo una
cuestion dificil, incluso para estudiantes avanzados. Volveremos a ocuparnos del tema en su tratamiento
mas actual.

En 1949, Atle Selberg (1917-2007), un joven matematico noruego, se hizo conocer por sus trabajos sobre la
teoria analitica de los nimeros y la hipétesis de Riemann. Siendo estudiante, Selberg fue influenciado por los
trabajos y la personalidad del matematico indio Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Estudi6 en la Universidad
de Oslo, donde obtuvo el doctorado en 1943. Durante la Segunda Guerra Mundial se dedicé en solitario
al estudio de la funcién zeta de Riemann. En 1948 realiz6 una demostracion elemental del teorema de los
nameros primos. A la vez, el matematico hiingaro Paul Erdés realiz6 su propia demostra-
cién, por lo que se inicié una disputa entre los dos, sobre quién habia demostrado primero \\ \ \
el teorema. Por todos sus resultados, Selberg recibi6 la medalla Fields en 1950. En esos afios @

50 se march6 a los Estados Unidos, al Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, donde

consigui6 importantes resultados trabajando sobre el operador laplaciano y la superficie de
Riemann, y recibié el premio Wolf en 1986.

d) Dos problemas no resueltos referentes a los niimeros primos

Mientras que el problema de la distribucion media de los nimeros primos ha sido resuelto favorablemente,
quedan otras varias conjeturas que, sostenidas por la evidencia empirica, no han podido hasta ahora ser
probadas como ciertas.

Una de ellas es la famosa conjetura de Goldbach. Christian Goldbach (1690-1764) aparece en la historia de
la matemética Gnicamente por esa conjetura que propuso como problema en una carta a Euler en 1742.
Comprobé que, en todos los casos observados, todo nlimero par (excepto el 2, que es primo) puede ser
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representado como suma de dos nlimeros primos; por ejemplo: 4 =2 +2,6=3+3,8=5+3,10=5+5,
12=5+7,14=7+7,16=13+3,18=11+7,20=13+7,...,48=29+19, ...,100 = 97 + 3, etcétera.

Goldbach preguntaba a Euler si era capaz de demostrar que esa propiedad es cierta para todo nimero par, o
si podria encontrar un contraejemplo. Euler no pudo dar una respuesta, ni nadie ha podido darla hasta aho-
ra. La evidencia empirica a favor de la proposicion de que todo nimero par puede ser representado de ese
modo es bastante convincente, como puede verificar cualquiera ensayando en algunos ejemplos. El origen
de la dificultad reside en el hecho de que los nimeros primos se definen mediante la multiplicacion, mientras
que el problema se refiere a la adicion. En términos generales, resulta dificil establecer conexiones entre las
propiedades aditivas y las multiplicativas de los enteros.

Hasta hace poco tiempo, una demostracion de la conjetura de Goldbach parecia completamente inaccesible.
Hoy, en cambio, no parece estar muy lejos la solucion de este problema. Un éxito importante, completa-
mente inesperado y que sorprendi6 a los expertos, fue alcanzado en 1931 por un joven matematico ruso
desconocido hasta entonces, Lev Schnirelmann (1905-1938), quien probd que todo entero positivo puede
ser representado como suma de a lo sumo 300 000 ndmeros primos.

Aunque este resultado pueda parecer ridiculo en comparacién con el problema inicial de probar la conjetura
de Goldbach, fue sin embargo el primer paso en la direccion justa. La prueba es directa y constructiva, a
pesar de no dar un método practico para encontrar la descomposicién en suma de nimeros primos para un
entero arbitrario.

Posteriormente, el matematico ruso Ivan Vinogradoy, usando métodos debidos a Godfrey Hardy, John Eden-
sor Littlewood y a su gran colaborador indio Ramanujan, ha conseguido reducir el nimero de 300 000 a
4, lo que esta mucho mas cerca de la solucién del problema de Goldbach. Sin embargo, hay una diferencia
notable entre los resultados de Schnirelmann y los de Vinogradov, mas significativa alin que la diferencia
entre 300 000 y 4.

El teorema de Vinogradov ha sido demostrado Gnicamente para enteros “suficientemente grandes”; con mas
precision: Vinogradov ha probado que existe un entero N tal que todo entero n > N puede ser representado
como suma de, a lo mas, cuatro nimeros primos. Su demostracion no permite determinar N: en contraste
con el teorema de Schnirelmann, el de Vinogradov es esencialmente indirecto y no constructivo.

pueden descomponerse en suma de 4 nimeros primos es absurda. Aqui se tiene un buen ejem-

Lo que realmente prueba Vinogradov es que la hipétesis de que existen infinitos enteros que no L
plo de la profunda diferencia existente entre los dos tipos de demostracion, directa e indirecta.

El problema siguiente, mas notable alin que el de Goldbach, estd toda-
via muy lejos de ser resuelto. Se ha observado que los name-
ros primos se suceden frecuentemente en pares de la forma p y p + 2.
Asi, por ejemplo, 3y 5, 11y 13,29 y 31, etc. Se cree que la proposicion que afirma
la existencia de infinitos pares de ese tipo es cierta; sin embargo, hasta el presente
no se ha podido dar el menor paso aprovechable en el camino de demostrar tal \K
proposicion. .

-31- Dialogando con los estudiantes...



