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El Método Montecarlo

@75 Una aventura a la mitad del siglo xx

Tablas aleatorias en la primera generacion de computadoras

La historia de las computadoras, en un momento, tuvo que ser dividida
en generaciones. El objetivo de esta distincion era definir claramente
cuando las computadoras presentaban un salto importante en la tecno-
logia usada.

De las valvulas al transistor, de este al circuito integrado y de alli a la
tecnologia cuantica, la historia de las computadoras es fascinante. Em-
pezaremos por la primera generacion. jNo se lo pierda! Hay detalles
realmente relevantes y sorprendentes que con seguridad necesitamos

conocer.
La primera generacion de computadoras abarca desde el afio 1946 hasta el afio 1956, aunque realmente es-
tas fechas corresponden a las maquinas comerciales, que son las que se podrian llamar la primera generacion

de computadoras.
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Caracteristicas:
@ Estaban construidas con electrdnica de valvulas de vacio.
® Se programaban en lenguaje maquina.

@ La informacion era mostrada en bombillas. Cada bombilla era un bit: si era 1, estaba encendida; y si era
0, estaba apagada.

@ Un programa es un conjunto de instrucciones para que la maquina efectle alguna tarea y el lenguaje mas
simple en el que puede especificarse. El programa se llama lenguaje de maquina porque debe escribirse
mediante alglin conjunto de cédigos binarios.

La primera generacion de ordenadores, y sus antecesores, se describen en la siguiente lista de los principales
modelos que la conformaron:

® 1938. El Z1, primera méaquina totalmente electromecanica. Los componentes mecanicos ocasionaban
bastantes problemas. Las Z fueron fabricadas por el aleman Konrad Zuse, cuyo trabajo fue menospreciado
por haberse desarrollado en Alemania durante la Segunda Guerra Mundial.

® 1939. El 22, para mejorar, usé relés, por primera vez. Fue una maquina intermedia.
® 1941. El Z3 fue la primera maquina completamente operativa usando relés.

® 1944. ENIAC. Esta fue considerada hasta hace unos afios como la primera computadora digital
electronica en la historia. No fue un modelo de produccion, sino una maquina experimental. Tampoco
era programable en el sentido actual. Se trataba de un enorme aparato que ocupaba todo un sétano en la
universidad. Construida con 18 000 tubos de vacio, consumia varios kW de potencia eléctrica y pesaba 30
toneladas. Era capaz de efectuar 5 000 sumas por segundo. Fue construida por un equipo de ingenieros
y cientificos encabezados por los doctores John William Mauchly y John Presper Eckert en la universidad
de Pensilvania, en los Estados Unidos.

® 1950. El Z4 fue completado, redisefiado completamente tras perderse los planos y piezas de las anteriores
Z durante los bombardeos aliados sobre Berlin. Fue la primera maquina en ser vendida comercialmente,
en 1950.

® 1951. EDVAC. Segunda computadora programable. También fue un prototipo de laboratorio, pero ya
incluia en su disefio las ideas centrales que conforman las computadoras actuales.

® 1951. UNIVAC I. Es considerada la primera computadora comercial en ser vendida, aunque se le adelant6
la britanica Feranti Mark | por unos meses, y nunca se tuvo en cuenta la Z4, que la precedi6 de casi un
ano. Los doctores Mauchly y Eckert fundaron la compania Universal Computer (Univac), cuyo primer
producto fue esta maquina. El primer cliente fue la Oficina del Censo de Estados Unidos.

@ 1953. IBM 701. Para introducir los datos, estos equipos empleaban tarjetas perforadas, que habian sido
inventadas en los afos de la Revolucién Industrial (finales del siglo xviin) por el francés Joseph Marie
Jacquard y perfeccionadas por el estadounidense Herman Hollerith en 1890. La IBM 701 fue la primera
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de una larga serie de computadoras de esta compafifa, que luego se convertiria en la empresa nimero
uno, por su volumen de ventas.

® 1954. IBM continud con otros modelos, que incorporaban un mecanismo de almacenamiento masivo
llamado tambor magnético, que con los afos evolucionaria y se convertiria en el disco magnético.

® 1955. Zuse Z22 Fue la primera computadora de Konrad Zuse que aprovechd los tubos de vacio.

La valvula de vacio y las computadoras

Valvula termoionica, o tubo de vacio. La era de la computacion moderna
empez6 con una rafaga de desarrollos que se desplegaron antes y durante la Se-
gunda Guerra Mundial, tales como circuitos electronicos, relés, condensadores
y tubos de vacio, que reemplazaron los equivalentes mecanicos. Asimismo, los
calculos digitales sustituyeron los calculos analogicos.

Las computadoras que se disefiaron y construyeron entonces se denominan a
veces primera generacién de computadoras. Estas computadoras eran usual-
mente construidas a mano usando circuitos que contenian relés y tubos de va-
cio, y a menudo se empleaban tarjetas perforadas (punched cards) o una cinta de papel perforado (punched
paper tape) para la entrada de datos (input) y como medio de almacenamiento principal (no volatil). El
almacenamiento temporal era proporcionado por las lineas de retraso acisticas (que aprovechan la propaga-
cion de tiempo de sonido en un medio tal como el alambre para almacenar datos) o por los tubos de William
(que explotan la habilidad de un tubo de television para guardar y recuperar datos).

Breve repaso cronoldgico. El trabajo de preguerra de Alan Turing ejercié una gran influencia en la ciencia
de la computacion tedrica. Su trabajo de 1936 incluy6 una reformulacion de los resultados de Kurt Godel de
1931, asi como una descripcion de la que ahora es conocida como la maquina de Turing, un dispositivo pu-
ramente teérico para formalizar la nocion de la ejecucion de algoritmos, que reemplaza el lenguaje universal
-més embarazoso- de Godel, basado en la aritmética. Después de la guerra, disefid, construyd y programé
algunas de las primeras computadoras en el Laboratorio Nacional de Fisica y en la Universidad de Manches-
ter. Las computadoras modernas son Turing-integradas (capacidad de ejecucién de algoritmo equivalente a
una maquina de Turing universal), salvo su memoria finita. Este limitado tipo de Turing-integrados es visto,
a veces, como una capacidad umbral que separa las computadoras de propésito general de sus predecesoras
de propdsito especial.

En 1936 Konrad Zuse empez6 la construccion de la primera serie Z, unas calculadoras que ofrecian memoria (ini-
cialmente limitada) y programabilidad. Las Zuse eran puramente mecanicas, pero ya binarias. La Z1, terminada en
1938, nunca funcioné de manera fiable, debido a los problemas de precision que presentaban las partes.

Asimismo, en dos patentes de 1937 Konrad Zuse anticipd que las instrucciones de maquina podian ser al-
macenadas en el mismo tipo de almacenamiento que el utilizado para los datos —la clave de la visién que
fue conocida como la arquitectura de Von Neumann y fue la primera implementada mas tarde (1949) en el
disefio britanico EDSAC-.

En ese mismo afio 1937, Claude Shannon present6 en el Massachusetts Institute of Technology (MIT) su
tesis de maestria, titulada A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits (Un andlisis simbélico de
circuitos de relés e interruptores), en la que implementaba el algebra booleana usando relés electrénicos e
interruptores, por primera vez en la historia. Una obra posterior de Shannon, Una teoria matematica de la
comunicacién (1948), es considerada fundadora del disefio de circuitos digitales practicos.

En 1938, John Vincent Atanasoff y Clifford Edward Berry, de la Universidad del Estado de lowa, desarrollaron
la Atanasoff Berry Computer (ABC), una computadora especialmente concebida para resolver sistemas de
ecuaciones lineales, en cuya construccion se emplearon condensadores montados mecanicamente en un
tambor rotatorio para memoria. La maquina ABC no era programable, aunque se considera una computado-
ra en el sentido moderno en varios otros aspectos.

En 1940 fue completada la calculadora de nimero complejo, una calculadora para aritmética compleja basa-
da en relés. Fue la primera maquina que siempre se usé remotamente por una linea telefénica.

3 El Método Montecarlo



La maquina subsecuente de Zuse, la Z3, fue terminada en 1941. Estaba basada en relés de teléfono y trabajo
satisfactoriamente. De este modo, fue la primera computadora funcional controlada mediante programas.
En muchas de sus caracteristicas era bastante similar a las maquinas modernas, abriendo numerosos avances
tales como el uso de la aritmética binaria y de nimeros de coma flotante. El duro trabajo de reemplazar
el sistema decimal (utilizado en el primer disefio de Charles Babbage) por el sistema binario, mas simple,
significd que las maquinas de Zuse fuesen mas faciles de construir y potencialmente mas fiables, dadas las
tecnologias disponibles en ese momento.

Esto es a veces visto como la principal razén por la que Zuse tuvo éxito alli donde Babbage fall6; sin embargo,
aunque la mayoria de las maquinas de propdsito general de la actualidad continGian ejecutando instruccio-
nes binarias, la aritmética decimal es alin esencial para aplicaciones comerciales, financieras, cientificas y de
entretenimiento, y el hardware de coma flotante decimal se esta agregando en los dispositivos actuales (el
sistema binario se sigue usando para direccionamiento en casi todas las maquinas) como un apoyo al hard-
ware binario.

Se hicieron programas en cintas perforadas para las Z3. Los saltos condicionales eran extrafios, pero desde los
afos 90 los puristas tedricos dirian que la Z3 era alin una computadora universal (ignorando sus limitaciones
fisicas de tamafio de almacenamiento).

A finales de los afos 30 y principios de los 40, George Stibitz y sus colegas produjeron en los laboratorios
Bell de la ciudad de Nueva York algunas computadoras basadas en relés, pero se preocuparon mas por los
problemas de control del sistema de teléfono que por la computacion. Sus esfuerzos, sin embargo, fueron un
claro antecedente para otra maquina electromecanica americana.

La Harvard Mark | (oficialmente llamada Automatic Sequence Controlled Calculator) fue una computadora
electromecanica de propésito general construida con financiacion de IBM y con la asistencia de algln perso-
nal de esta empresa bajo la direccion del matematico Howard Aiken, de Harvard. Su disefio era influenciado
por la maquina analitica. Era una maquina decimal que utilizaba ruedas de almacenamiento e interruptores
rotatorios, ademas de los relés electromagnéticos.

Se programaba mediante cinta de papel perforado y contenia varias calculadoras trabajando en paralelo. Méas
adelante, los modelos contendrian varios lectores de cintas de papel y la maquina podia cambiar entre lecto-
res basados en una condicion, algo que no hace mucho la maquina Turing-integrada. El desarrollo empez6 en
1939 en los laboratorios de Endicott de IBM. La Mark | se llevd a la Universidad de Harvard para comenzar
a funcionar en mayo de 1944.

Alo largo de 1943, la memoria de niicleo magnético fue desplazando rapidamente a la mayoria de las otras
formas de almacenamiento temporal y ya dominaria este campo a mediados de la década de 1970.

Durante la Segunda Guerra Mundial, los britanicos hicieron esfuerzos significativos en las instalaciones mi-
litares de Bletchley Park (Buckinghamshire, Inglaterra) para descifrar las comunicaciones secretas alemanas.
El sistema cipher aleman (Enigma) fue adoptado como ayuda para construir “bombas” -disefiadas a partir
de las bombas electromecanicas programables— que permitieran encontrar posibles llaves de Enigma, ya que
otras técnicas tenian posibilidades mas limitadas. Los alemanes también desarrollaron una serie de sistemas
cipher (llamados Fish ciphers por los britanicos y Lorenz ciphers por ellos mismos) que eran bastante dife-
rentes del Enigma. Como consecuencia de un ataque contra estos, el profesor Max Newman y sus colegas
(Alan Turing, entre ellos) construyeron el Colossus. El Mk | Colossus fue realizado en un plazo muy breve
por Tommy Flowers en la Post Office Research Station en Dollis Hill, en Londres, y enviado a Bletchley Park.

El Colossus fue el primer dispositivo de computo totalmente electronico. Solo usaba tubos de vacio y no
tenia relés. Tenia entrada para cinta de papel (paper-tape) y era capaz de hacer bifurcaciones condicionales.
Se construyeron nueve Mk Il Colossus (la Mk I se convirtié a una Mk Il, llevando a diez maquinas el total).
Los detalles de su existencia, disefio y uso se mantuvieron en secreto hasta los afios 70. Se dice que Winston
Churchill ordené personalmente su destruccion en pedazos no mas grandes que la mano de un hombre.
Debido a este secreto, el Colossus no se ha incluido en muchas historias de la computaciéon. Una copia re-
construida de una de las maquinas Colossus esta ahora expuesta en Bletchley Park.

Mientras tanto, Zuse sufri6 retrocesos dramaticos y perdié muchos afos de esfuerzos durante la Segunda
Guerra Mundial, cuando los bombarderos britanicos o estadounidenses destruyeron sus primeras maquinas.
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Al parecer, su trabajo permanecia largamente desconocido entre los ingenieros del Reino Unido y de los Es-
tados Unidos. Aun asi, IBM era consciente de esta situacion y financi6 su compania a inicios de la posguerra,
en 1946, para obtener derechos sobre las patentes de Zuse.

En 1945, Zuse habia disefiado el primer lenguaje de programacion de alto nivel, Plankalkiil, aunque este
nunca se publicé formalmente hasta 1971 y fue implementado por primera vez recién en el aflo 2000 por la
Universidad de Berlin, cinco afos después de su muerte.

El ENIAC. El ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer, Integrador Numérico Electronico y
Computador) fue construido en los Estados Unidos y se considera a menudo la primera computadora elec-
trénica de proposito general. Validé el uso de elementos electrénicos para la computacion a gran escala.
Esto fue crucial para el desarrollo de la computacién moderna, debido inicialmente a la ventaja de su gran
velocidad, pero (iltimamente, a su potencial para la miniaturizacion.

Construida bajo la direccion de John Mauchly y John Presper Eckert, era mil veces mas rapida que sus
contemporaneas. El desarrollo y la construccion de la computadora ENIAC comenzé en 1941, siendo la
maquina completamente operativa hacia finales de 1945. Cuando su disefio fue propuesto, muchos in-
vestigadores creyeron que los millares de valvulas delicadas (tubos de vacio) se quemarian a menudo, lo
que implicaba que la ENIAC estaria en reparacion con mucha frecuencia. Sin embargo, era capaz de hacer
mas de 100 000 célculos simples por segundo y eso durante unas horas, que era el tiempo entre los fallos
de las valvulas.

Para programar la ENIAC, no obstante, hacia falta restablecer los alambres, por lo que algunos dicen que eso
ni siquiera se puede calificar como programacion, pues cualquier tipo de reconstrucciéon de una computadora
deberia entonces considerarse como programacion. Recién varios afos después fue posible ejecutar progra-
mas almacenados en la memoria de la tabla de funcién.

A todas las maquinas de esta época les falté lo que se conoceria como la arquitectura de Eckert-Mauchly:
sus programas no se guardaban en el mismo “espacio” de memoria que los datos, por lo que no podian ser
manipulados como datos.

La primera maquina Eckert-Mauchly fue la Manchester Baby, o Small-Scale Experimental Machine, construi-
da en la Universidad de Manchester en 1948. Fue seguida en 1949 por la computadora Manchester Mark
I, que funcionaba como un sistema completo utilizando el tubo de William para memoria y también intro-
ducia registros de indices. El otro contendiente para el titulo de “primera computadora digital de programa
almacenado” fue la EDSAC (Electronic Delay Storage Automatic Calculator), disefiada y construida en la
Universidad de Cambridge.

La ESDAC estuvo operativa menos de un aio después de la Manchester Baby y era capaz de resolver proble-
mas reales. En realidad, fue inspirada en los planes ejecutados para la EDVAC, la sucesora de la ENIAC. Estos
planes ya existian en el momento en que la ENIAC era exitosamente operacional. A diferencia de esta, que
utilizaba un procesamiento paralelo, la EDVAC precisaba de una sola unidad de procesamiento. Este disefio
era mas simple y fue el primero en ser implementado en cada onda, teniendo éxito de miniaturizacion. Ade-
mas, incrementaba la fiabilidad. Algunos ven las Manchester Mark I, EDSAC y EDVAC como las “Evas” de
cuya arquitectura casi todas las computadoras actuales derivan.

La primera computadora programable en la Europa continental fue creada por un equipo de cientificos bajo
la direccion de Serguéi Alekséievich Lébedev, del Instituto de Electrotecnologia de Kiev, Unién Soviética
(ahora Ucrania). La computadora MESM (Small Electronic Calculating Machine, M3CM) fue operacional
en 1950. Tenia aproximadamente 6 000 tubos de vacio y consumia 25 kW. Podia realizar aproximadamente
3000 operaciones por segundo.

La méaquina de la Universidad de Manchester se convirti6 en el prototipo para la Ferranti Mark I, cuyo primer
ejemplar fue entregado a la Universidad en febrero de 1951. Y por lo menos otros nueve se vendieron entre
1951y 1957.

La UNIVAC . En junio de 1951, la UNIVAC | (Universal Automatic Computer) se entregd a la Oficina del
Censo de los Estados Unidos. Aunque fabricada por la Remington Rand, que vendi6é 46 maquinas a mas
de un millén de délares cada una, la maquina era erroneamente llamada la /BM UNIVAC. La UNIVAC fue
la primera computadora producida en masa; todas las predecesoras habian sido una Gnica unidad. Estaba
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conformada por 5200 tubos de vacio y consumia 125 kW. Utilizaba una linea de retraso de mercurio capaz
de almacenar 1000 palabras de 11 digitos decimales mas la sefial (72-bit de palabras) para memoria.

En el caso de las primeras maquinas no se us6 un sistema de tarjetas perforadas, sino una entrada de cinta
de metal.

La LEO. En noviembre de 1952, la compafiia ). Lyons and Co. (relacionada con la industria de los alimentos)
desarrollé la primera computadora de Inglaterra, la LEO (Lyons Electronic Office), la cual también fue la
primera computadora en resolver problemas del negocio.

El propio planteamiento de la propuesta “obtener variables aleatorias en las maquinas elec-

trénicas” provoca cierta perplejidad: ;de qué casualidad se puede hablar si todo cuanto se

ae realiza con la maquina debe ser programado de antemano? En esta cuestion hay efectiva-

f\ mente ciertas sutilezas, pero conciernen mas bien a la filosofia, por lo tanto, las dejaremos
a un lado.

Sin embargo, cabe sefialar que las variables aleatorias consideradas anteriormente (véase Le-
Aitas Geométricas N° 4, 52 época) representan conceptos matematicos ideales. Solo la practica dilucida si
estos pueden ser empleados para describir determinados fenémenos de la naturaleza. Esta descripcion es
siempre aproximada. Es mas, una variable aleatoria que describe satisfactoriamente una magnitud fisica en
unos fenémenos puede resultar en una caracteristica desafortunada de esta misma magnitud al tratarse de
otros fenémenos.

De la misma forma, un camino que se asemeja a una recta (a una recta matematica ideal “sin anchura”), en
el mapa de un pais, se convierte en una franja sinuosa en el plano a gran escala de una localidad.

Suelen distinguirse tres procedimientos que se aplican para obtener variables aleatorias: tablas de nimeros
aleatorios, generadores de nimeros aleatorios y el método de niimeros seudoaleatorios.

1. Tablas de nimeros aleatorios. Las siguientes tablas pueden ser Gtiles para la 7/
simulacion de diversas situaciones de azar. Por ejemplo: %@
f

Para simular lanzamientos de dados, utilizar los deslizadores de la izquierda
para que los nimeros aleatorios varien desde n = 1 hasta n = 6.

Para simular lanzamientos de monedas, desde n = 0 hasta n = 1.
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Tabla elaborada en Geogebra

:Coémo hacerlas? Realicemos el experimento siguiente. Tomemos diez tarjetas iguales escribiendo en ellas
las cifras 0, 1, 2, ..., 9. Coloquemos todas las tarjetas en un sombrero y, después de mezclarlas bien, co-
mencemos a extraerlas, con la particularidad de que cada vez sacaremos una (nica tarjeta, la volveremos
a meter en el sombrero y mezclaremos de nuevo todas las tarjetas. Las cifras asi obtenidas pueden ser
recogidas en una tabla semejante a la que encabeza este punto. Mas adelante veremos otras tablas cuyas
cifras, por razones de comodidad en el uso, vienen agrupadas de cinco en cinco.

Esta tabla también lleva el nombre de tabla de nimeros aleatorios, aunque seria méas justo denominarla
tabla de cifras aleatorias. Puede ser introducida en la memoria de una computadora. Cada vez que, du-
rante los calculos, necesitemos un valor de la variable aleatoria con la distribucion

o 1 2 .. 9
01 01 01 ... 01 ) (22)
podemos tomar una tras otra las cifras de esta tabla.

La mayor tabla de nimeros aleatorios publicada hasta hace varios afios contenia 1 000 000 de cifras
(véase RAND Corporation, A million random digits with 100 000 normal deviates, The Free Press, 1955).

Por supuesto, en lugar de utilizar un sombrero, fue obtenida empleando una técnica mas moderna: una
ruleta electronica. Un esquema elemental de esta ruleta aparece en la figura siguiente.
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El disco giratorio es frenado en seco y se toma la cifra sefalada por la flecha.

Es preciso subrayar que no es tan facil como parece obtener una buena tabla de nimeros aleatorios. Todo
aparato fisico real genera variables aleatorias cuyas distribuciones difieren ligeramente de la distribucion
ideal (22).

Ademas, durante el experimento pueden surgir errores (por ejemplo, una de las tarjetas puede adherirse
por cierto tiempo al forro del sombrero).

Por eso las tablas obtenidas suelen comprobarse minuciosamente a partir de tests estadisticos especiales
para verificar que no haya contradiccion entre unas u otras propiedades de los grupos de nimeros y la
hipotesis de que estos niimeros representan valores de la variable aleatoria (22).

Veamos uno de los tests mas sencillos. Consideremos una tabla que contiene N cifras. Supongamos que el
namero de ceros en esta tabla es v, el nimero de unos es v, el nimero de doses es v, etc. Calculemos la suma

iv OlN
i=1

La teoria de las probabilidades permite predecir los limites entre los cuales puede estar comprendida esta
suma, que no puede ser excesivamente grande (por cuanto la esperanza matematica de cada v, es igual a
0,1 - N) ni excesivamente pequefa (ya que esto equivaldria a una regularidad excesiva en la distribucion
de los valores).

Las tablas de nlimeros aleatorios se empleaban solo cuando los calculos correspondientes al método
Montecarlo se realizaban a mano. Esto se debia a que todas las computadoras electronicas poseian una
memoria interna relativamente reducida, en la que no se podia introducir una tabla grande. Por otra par-
te, tampoco convenia introducir la tabla en la memoria externa y recurrir constantemente a ella, ya que
esto afectaria considerablemente la velocidad del calculo.

Sin embargo, nunca se excluyd que, con el tiempo, la capacidad de memoria de las computadoras aumen-
tarfa sensiblemente y entonces las tablas de nimeros aleatorios resultarian todavia de gran utilidad.

2. Generadores de niimeros aleatorios. La ruleta mencionada en el punto 1
anterior podria, al parecer, combinarse con la computadora y emplearse para
generar, segin sea necesario, nimeros aleatorios. Pero todo dispositivo mecanico
resulta demasiado lento comparado con la computadora. Por eso, para generar
variables aleatorias suelen emplearse los ruidos en las valvulas electronicas: si,
durante un intervalo fijo At de tiempo, el nivel del ruido que sobrepasa el umbral
escogido ocurre un nimero par de veces, se inscribe el cero; si esto ocurre un
nimero impar de veces, se inscribe el uno (obviamente existen procedimientos
mas perfectos).
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A primera vista, este es un procedimiento muy comodo. Imaginemos m generadores de este tipo que
funcionan sin cesar en forma paralela y envian ceros y unos aleatoriamente a todos los 6rdenes binarios
de una célula especial. Cada ciclo correspondera a un nimero de m 6rdenes. Durante el calculo podemos
dirigirnos en cualquier momento a esta célula y tomar de ella un valor de la variable aleatoria y distribuida
de manera uniforme en el intervalo (0, 1).

Este valor, claro esta, sera aproximado y quedara representado por una fraccién binaria de m 6rdenes 0,
Oy - O, donde cada o, imita la variable aleatoria con la distribucion

NSJY [FREQN
N[ O

Sin embargo, también este método tiene sus defectos. En primer lugar, es dificil comprobar la “calidad”
de los nmeros generados. Se hace necesario el control periédico ya que debido a distintos desarreglos
puede surgir la asi llamada deriva en la distribucién (cuando los ceros y los unos en uno de los érdenes
dejan de aparecer con la misma frecuencia).

En segundo lugar, todos los calculos en las computadoras suelen realizarse dos veces para evitar intermi-
tencias casuales. Pero, sin recurrir a la memoria durante los calculos, es imposible reproducir los mismos
ndmeros aleatorios; y si recurrimos a la memoria, volvemos al caso de las tablas.

Generadores de este tipo resultaron Gtiles, sin duda, cuando comenzaron a construirse computadoras
especializadas adaptadas a la solucién de problemas por el método Montecarlo. En las computadoras
universales, que raramente aplican para los calculos basados en nimeros aleatorios, no es conveniente
tener y mantener dispositivos especiales. Resulta mejor emplear los llamados ndmeros seudoaleatorios.

3. Nameros seudoaleatorios Cualquiera sea la calidad de los nlimeros aleatorios
empleados —esta se controla mediante tests especiales—, podemos no interesarnos
por el procedimiento aplicado para obtenerlos, exigiendo solamente que verifiquen
el sistema de tests adoptado. Incluso, podemos intentar calcularlos a partir de una
formula dada. Por supuesto, debe ser una formula muy ingeniosa.

]
N
Ny A‘\
1))

X

Los nimeros que se obtienen a partir de una formula y que imitan los valores de
la variable aleatoria y se denominan ndmeros seudoaleatorios. La palabra “imitan”
significa que estos nimeros verifican una serie de tests como si fusen valores de esta variable aleatoria.

El primer algoritmo destinado a la construccién de nimeros seudoaleatorios fue sugerido por John von
Neumanny se conoce como el método de centros de cuadrados. Para explicarlo recurriremos a un ejemplo.

Consideremos el nimero y, = 0,9876 formado por cuatro cifras. Al elevarlo al cuadrado obtendremos el
nGmero Y, =0,97535376, de ocho cifras. Tomemos las cuatro cifras que aparecen en el centro de este
ndmero y pongamos vy, = 0,5353.

Elevando ahora vy, al cuadrado (yi =O,28654609), escojamos de nuevo las cuatro cifras del centro y
pongamos vy, = 0,6548. Procediendo de la misma forma, tendremos y;=0,42850116; y, =0,8501;
v2 =0,72267001; y, = 0,2670; y2 =0,07128900; y, = 1289, etc.

Podemos resumir este algoritmo con la formula y,, = F(y,), donde F implica el conjunto de operaciones
que debemos realizar con el ndmero v, para obtener y, .. El nimero y, es un ndmero dado.

Pero este método no puede considerarse satisfactorio pues da mas nlmeros pequefios de lo que se
necesita. Por eso fueron desarrollados por varios cientificos otros algoritmos. Algunos se basan en las
particularidades de las maquinas concretas. A titulo de ejemplo, I. M. Sébol propone para uno de estos
algoritmos empleados la computadora Strela.

Ejemplo. Streld es una computadora de tres direcciones con coma flotante. La célula en la que se inscribe

el nimero x consta de 43 6rdenes binarios:
signo del orden

e
1gno ﬁa”t'sa [4].[33] [34] [3s] [3¢] [37] [38] [39[40] [41] [42]

Mantisa Orden
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La computadora opera con nimeros binarios en forma normalizada: x = g - 2%, donde p es el orden y
g, la mantisa del nimero. En el orden j-ésimo de la célula puede figurar un cero o un uno; representemos
por ¢ esta variable. Entonces,

€ €3

q=8—1+—2+...+—
21 22 235

_ 5 4 0
p—8372 +8382 + ... +8422 .

La condicién de normalizacién 0,5 < g < 1 significa que ¢, es siempre igual a 1. El signo “+" se representa
por el cero y el signo “~" por el uno.

El nimero y,_, se obtiene del nimero y, realizando tres operaciones:
T i 17.
1) y,se multiplica por una constante grande que, como regla, se toma igual a 10";

2) laimagen del producto 10"y, se desplaza en siete ordenes hacia la izquierda (de modo que los
siete primeros ordenes del producto desaparecen mientras que en los 6rdenes del 86 al 42 aparecen
ceros);

3) setoma el valor absoluto del nimero obtenido (después de normarlo), que sera precisamente y, ..

Si arrancamos de y, = 1, este proceso permite obtener mas de 80000 nGmeros diferentes y,; después, en
la sucesion surge un periodo y los nimeros comienzan a repetirse. Diferentes controles de los 50 000 pri-
meros nimeros han dado resultados plenamente satisfactorios. Estos niimeros se han empleado mas de
una vez para la solucién de diversos problemas.

Las ventajas del método de nlimeros seudoaleatorios son evidentes. En primer lugar, para obtener un
nGmero basta con realizar unas cuantas operaciones sencillas, y gracias a esto la velocidad de generacién
de nlmeros aleatorios es del mismo orden que la velocidad de funcionamiento de la calculadora MCE.
En segundo lugar, el programa ocupa solo unas cuantas células de la memoria. En tercer lugar, cualquiera
de los nimeros y, puede ser reproducido facilmente.
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Por Gltimo, alcanza con comprobar una vez solamente la “calidad” de esta sucesion para poder aplicarla
después reiteradamente y con seguridad en la solucién de problemas semejantes.

El método tiene un (nico defecto: la “reserva” de los nimeros seudoaleatorios es limitada. Pero existen
procedimientos que permiten obtener una cantidad mucho mayor de nimeros. En particular, se pueden
variar los nmeros iniciales y,. Actualmente, los calculos en los que se emplea el método Montecarlo se
realizan, en su aplastante mayoria, aprovechando los niimeros seudoaleatorios. Mas adelante, en niime-
ros posteriores de LeAitas Geométricas, tendremos informaciones complementarias acerca de los nimeros
seudoaleatorios.

Un dialogo

con los maestros

Hablemos de Karl Pearson, padre de la estadistica moderna

La estadistica se constituy6 paulatinamente como ciencia independiente a principios del siglo xx con los tra-
bajos de los britanicos Karl Pearson, sobre los mecanismos de la evolucion y de la herencia, y Ronald Fisher,
sobre tecnologia agricola. Posteriormente, la estadistica se ha convertido en una base cientifica esencial de
todas las ciencias.

Mucha gente piensa que el matematico tipico es solo eso, matematico. Pues bien, entre los matematicos
famosos que hemos nombrado ha habido casi de todo: fildsofos, te6logos, novelistas, jugadores, borrachos,
politicos radicales de todas las tendencias y todos los gustos.

Johannes Kepler, por ejemplo, fue un gran astronomo y matematico de los siglos xvi y xvii, pero también un
verdadero precursor de los novelistas de ciencia-ficcion. Lewis Carroll (cuyo verdadero nombre era Charles
Ludwig Dodgson) fue el autor de Alicia en el Pais de las Maravillas y de otras obras igualmente famosas.
Blaise Pascal es tan merecidamente famoso por sus Pensamientos religioso-filos6ficos como por sus resulta-
dos matematicos.

Karl Pearson

Karl Pearson (1857-1936), uno de los fundadores de la estadistica moderna, fue también uno de estos genios.
Nacié en Londres y comenz6 su trayectoria académica estudiando Derecho, entre otras cosas. Al mismo tiem-
po, se dedicaba a actividades politicas radicales y a componer obras literarias, como su novela E/ nuevo Werther.

En 1884, a sus 27 afios, fue nombrado profesor de matematicas aplicadas y mecanica en el University College
de Londres. Alli ensefi6 e investigd hasta el aflo 1933 en que se retir6.
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Sus principales trabajos estadisticos trataron de explorar matematicamente los problemas biolégicos de la
herencia y la evolucion. Ademas, inventd uno de los principales tests utilizados en la estadistica actual, el
llamado test de la ? (ji o chi cuadrado), o también prueba de Pearson.

G2 Mis aventuras al siglo xx

Los métodos estadisticos

Si bien la matematica cambié profundamente de forma entre las dos
guerras mundiales, también es cierto que buena parte de la matematica
que sigui6 a la Segunda Guerra Mundial consistia en el comienzo de
algo radicalmente nuevo que anunciaba una nueva era. A lo largo del
siglo xx, la teoria de conjuntos y la teoria de la medida han ido invadien-
do una parte cada vez mas extensa de la matematica, pero pocas de sus
ramas estadisticas, a las que Emile Borel habfa dedicado ya en 1909 sus
Elementos de la teoria de probabilidades.

El primer afo del nuevo siglo lo anunciaba ya propicio para la aplicacion

de la teoria de probabilidades, tanto a la fisica como a la genética, puesto que en el mismo afio 1901 Josiah
Willard Gibbs publicaba su obra Elementary Principles in Statistical Mechanics y Karl Pearson fundaba la
revista Biometrika. En 1900, Pearson y Francis Galton (1822-1911), un primo de Charles Darwin muy precoz
y estadistico nato que habia estudiado los fendmenos de regresion y era profesor de Eugenesia en la Univer-
sidad de Londres, habian ya popularizado el criterio de la prueba de “chi-cuadrado”.

Con respecto a Henri Poincaré, uno de sus certificados fue el de “profesor de calculo de probabilidades”, lo
que indicaba un interés creciente por el tema. En Rusia, se inici6 el estudio de las cadenas de sucesos esla-
bonados, especialmente en 1906-1907, por obra de Andréi Andréyevich Markov (1856-1922), discipulo de
Pafnuty Lvovich Chebyshev y coeditor de las Obras (2 vols., 1899-1904) de su maestro.

En la teoria cinética de los gases y en muchos fenémenos sociales y biolégicos, la probabilidad de un su-
ceso depende frecuentemente de los resultados anteriores, por lo que, especialmente desde mediados del
siglo xx, las cadenas de Markov de probabilidades eslabonadas se han estudiado en forma muy detallada.
En su blsqueda de una fundamentacién matematica para la teoria de probabilidades en expansion, los
estadisticos encontraron a mano las herramientas necesarias, y hoy no es posible ya dar una exposicién
rigurosa de la teoria de probabilidades sin utilizar los conceptos de funcion medible y las teorias modernas
de integracion.

Siempre en Rusia, por ejemplo, Andréi Nicolayevich Kolmogérov (1903-1987) hizo importantes progresos en
la teoria de procesos de Markdv (1931) y dio solucién a una parte del sexto problema de Hilbert, en el que
se pedia una fundamentacion axiomatica de la teoria de probabilidades, utilizando la medida de Lebesgue.
El analisis clasico se habia ocupado principalmente de funciones continuas, mientras que los problemas de
probabilidades generalmente se refieren a casos discretos.

La teoria de la medida y las sucesivas extensiones del concepto de integral se adaptaban perfectamente a
conseguir una asociacion mas estrecha entre el analisis y la teoria de probabilidades, especialmente a partir
de mediados del siglo xx, cuando Laurent Schwartz (1915-2002), de la Universidad de Paris, generalizo el
concepto de diferenciacion mediante su teoria de distribuciones (1950-1951).

La funcién delta de Dirac utilizada en fisica atomica habia venido a demostrar que las funciones patolégicas,
de las que se habian ocupado los matematicos desde hacia mas de un siglo, resultaban Gtiles también en la
fisica. En los casos mas dificiles, sin embargo, la diferenciabilidad desaparece, con los problemas consiguien-
tes en la resolucion de las ecuaciones diferenciales, uno de los principales lazos que conectan la matematica
con la fisica, especialmente donde aparecen soluciones singulares.

Para superar esta dificultad introdujo Schwartz un concepto de diferenciabilidad mas general, posible gracias
al desarrollo de la teoria de espacios vectoriales generales durante la primera mitad del siglo por obra de
Fréchet, Banach y otros. Un espacio vectorial es un conjunto L de elementos a, b, ¢, ..., que satisfacen ciertas
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condiciones, entre las que esta la exigencia de que sia y b son elementos de Ly ay 3 son nlimeros reales (o
complejos, en su caso), entonces aa + b es otro elemento de L.

Si los elementos de £ son funciones, el espacio vectorial se denomina un espacio vectorial funcional, y una
aplicacion lineal de este espacio en el cuerpo de los nimeros reales o complejos se llama un funcional lineal.
Con esta nomenclatura, Schwartz entendia por una “distribuciéon” un funcional lineal continuo sobre el es-
pacio de las funciones que son diferenciables y satisfacen ciertas otras condiciones. La funcién de Dirac, por
ejemplo, es un caso particular de distribucion.

Schwartz dio entonces una definicién adecuada de derivada de una distribucién, de tal manera que la de-
rivada de una distribucion sea siempre otra distribucion. Esto proporciona una potente generalizacion del
analisis, con aplicaciones inmediatas a la teoria de probabilidades y a la fisica. El analisis funcional, que es
esencialmente una generalizacion del calculo de variaciones, y la teoria de distribuciones han sido también
importantes campos de investigacion en la matematica desde mediados del siglo xx.

La aparicion de las computadoras

La teorfa de probabilidades y la estadistica han estado a lo largo del siglo xx
estrechamente unidas, no solo a la matematica pura, sino a otro campo que
constituye una de las caracteristicas diferenciales mas notables de nuestra épo-
ca, la de la dependencia cada vez mayor de las computadoras electrénicas o de
“alta velocidad”. El tema de las maquinas calculadoras no era nuevo en abso-
luto, puesto que Pascal y Leibniz habian conseguido modestos éxitos en este
campo casi 300 anos antes.

Y, de hecho, el profeta de las maquinas calculadoras complejas habia sido el matematico inglés del siglo xix
Charles Babbage, personaje excéntrico que sostuvo durante toda su vida una polémica contra los organilleros,
mientras intentaba desesperadamente conseguir fondos para completar su ambicioso proyecto de construir
una “maquina diferencial”. “Organillero” viene de organillo que es un instrumento musical portatil inventado
a principios del siglo xix en Inglaterra. Escritores argentinos como Jorge Luis Borges o Ernesto Sabato lo in-

cluyeron en su obra con esa denominacion, y se lo menciona en las letras de los tangos de la “guardia vieja”.

Este invento la calculadora de Charles Babbage, concebido en 1833, fue financiado durante algin tiempo
por el gobierno britanico, pero cuando el ministro de Hacienda cort6 las subvenciones en 1842, Babbage
lo comparé amargamente con el destructor del bello templo de Efeso. La maquina imaginada por Babbage
habria tenido mucha de la flexibilidad de las maquinas modernas, pero no su velocidad, obviamente. Habria
podido efectuar todas las operaciones aritméticas, asi como almacenar informacién para uso posterior, todo
ello por medio de un complicado disefio de ruedas dentadas, engranajes y palancas.

Sin embargo, esta “maquina”, una verdadera calculadora digital, no se termin6 nunca. La época moderna de la
computadora mecanica se puede decir que comenzé hacia 1925 en el Massachusetts Institute of Technology,
donde Vannevar Bush (1890-1974) y sus colegas construyeron una computadora analégica de gran tamano,
movida por motores eléctricos, pero mecanica en todo lo demas. En 1939 la International Business Machines
Corporation comenzé a construir el MARK 1, que iba a ser un aparato electromecanico completamente auto-
matico, siguiendo las lineas del proyecto de Babbage, pero antes de estar terminado en 1944 ya habia quedado
anticuado frente a los planes para construir el ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Calculator).

Esta fue la primera computadora totalmente electronica, basada en el paso de haces de electrones por tubos
de vacio. Los comienzos del proyecto se debieron a presiones militares, y entre los que colaboraron en el pro-
yecto estuvo John von Neumann (1903-1957), que habia nacido en Budapest y habia ensefiado en Berlin y
en Hamburgo antes de trasladarse a los Estados Unidos en 1930, donde, junto con Einstein, fue uno de los
primeros miembros permanentes del Institute for Advanced Study en 1933.

Entre 1944 y 1946 colabor6 en la redaccion de un informe para el ejército sobre las posibilidades que ofrecian
las computadoras, y en 1949 la primera computadora programable comenz6 a funcionar. Dos afios mas tarde
la Sperry Rand Corporation terminaba de construir la UNIVAC | (Universal Automatic Calculator), pero el
mundo de las computadoras cambia con tal rapidez que esta ya es hoy una pieza de museo expuesta en la
Smithsonian Institution.
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La electricidad ha alterado de tal manera las formas tradicionales de la vida del hombre, que se puede de-
cir que vivimos en la era de la electricidad; y ahora los instrumentos electronicos pueden estar a punto de
cambiar en parte nuestro desarrollo matematico. Las computadoras han alcanzado tal grado de complejidad
que sobrepasan en mucho los suefios de Babbage, que vivi6 solo un siglo antes de su época. Problemas que
superaban de manera irremediable las posibilidades de calculo de los matematicos de épocas anteriores se
han podido resolver recientemente con la ayuda de las computadoras mas rapidas.

Si, como decia Kepler, la invencion de los logaritmos duplicaba la vida de un astronomo, jpor cuanto mas no
han multiplicado las computadoras electronicas las posibilidades de los matematicos aplicados y los fisicos!
Con este poderio creciente se ha producido también una verdadera proliferacion de nuevos campos de la
matematica aplicada: programacion lineal, teoria de juegos, investigacion operativa, y muchos otros. Von
Neumann, que fue uno de los matematicos mas creativos y multifacéticos del siglo xx, fue también un pio-
nero en el nuevo planteamiento de la economia matematica.

La econometria hacia ya mucho tiempo que utilizaba el analisis matematico, pero fue sobre todo a través
de la Theory of Games and Economic Behavior de Von Neumann y Oskar Morgenstern, publicada en 1944,
como la llamada matematica finita vino a jugar un papel cada vez mas importante en las ciencias sociales.
Las interrelaciones entre las diversas ramas del pensamiento cientifico se fueron haciendo tan complejas que
Norbert Wiener (1894-1964), un matematico prodigio y durante muchos afios profesor de matematica en
el Massachusetts Institute of Technology, publicd en 1948 su libro Cybernetics, que abria un campo nuevo
dedicado al estudio del control y la comunicacion en animales y maquinas.

Tanto Von Neumann como Wiener se interesaron profundamente por la mecanica cuantica, y el primero
de los dos fue nombrado en 1955 miembro de la Atomic Energy Commission; seria equivocado pensar, sin
embargo, que estos hombres y otros analogos eran simplemente matematicos aplicados. Los dos ayudaron
tanto o mas que a la matematica aplicada a la matemética pura: a la teorfa de conjuntos, a la teoria de gru-
pos, al calculo operacional, a la teoria de probabilidades y a la 16gica matematica y los fundamentos de la
matematica.

De hecho, Von Neumann fue quien, hacia el afio 1929, dio su nombre a los espacios de Hilbert, asi como la
primera axiomatizacion de este concepto y la forma completamente abstracta que tienen hoy. Por su parte,
Wiener desempefié un importante papel a comienzos de la década de 1920 en los origenes de la teoria
moderna de los espacios lineales, y en particular en el desarrollo de la teoria de espacios de Banach. El es-
pectacular desarrollo de la matematica aplicada durante el siglo xx no solo no ha frenado el desarrollo de la
matematica pura, sino que en muchos casos lo ha impulsado, y tampoco el nacimiento de ramas nuevas de
la matematica ha debilitado el vigor de las mas antiguas.

G MATERIALES PARA PRESENTAR EN EL AULA

Hagamos estadistica

Analisis de datos en un experimento

La estadistica tiene gran aplicacion para el analisis de los datos provenientes de
experimentos. Un cientifico ha repetido una experiencia y ha recogido una gran
cantidad de datos. ; Qué hace con ellos?

1. Lo primero de todo es buscar una cifra que se pueda tomar como representativa
de todos los datos. Se suele usar los dos parametros vistos: la media, para las
variables cuantitativas, y la moda para las cualitativas.

2. Vienebiensabercuantoseseparan dela medida central los datos que han resultado
del experimento, es decir, hace falta medir de alglin modo la variabilidad. Se
suelen usar la desviacion tipica y, a veces, el recorrido, que es la diferencia entre
el valor mayor y el menor.
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3. Enun experimento se suele tratar de comparar dos series de datos, para tratar de establecer si un factor
determinado influye y cuanto influye en el otro, por ejemplo, la cantidad de fertilizante y el crecimiento
de una planta. Se trata de obtener alguna medida de la correlacion entre las dos series de datos.

4. El experimentador desea saber hasta qué punto puede confiar en sus resultados a partir de los datos
que obtiene. Se trata de medir el nivel de confianza de su experimento, mediante un nimero, que le
viene a decir algo asi como, “la probabilidad de que los mismos resultados se obtengan repitiendo este
experimento es del 90 por ciento”.

Sobre el signo sumatorio, Y

En algunas formulas conocidas aparece el signo Y, para indicar la suma de todos los elementos sobre los que
actGa. Con Yf significa suma de todas las frecuencias; Yfx, significa suma de todos los productos que se
obtienen al multiplicar cada valor x, por su correspondiente frecuencia. Pero a veces no esta claro cuales son
todos los sumandos que queremos sumar. En estos casos hay que ponerlo expresamente. Por ejemplo

20
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El valor de las muestras

Deseamos contar el nmero de peces que hay en un gran estanque. Nuestra primera idea es montar una
oficina de empadronamiento y poner un bando animando a todos los peces a que pasen por él, pero tras
meditarlo un poco empezamos a dudar de la eficacia de este método y decidimos poner otro en practica:
pescamos con red, o mediante cualquier otra forma que no los lastime, un buen montén de ellos. Suponga-
mos que son 343. Los sefialamos (con una pequena anilla, por ejemplo), y los devolvemos al estanque. Al
cabo de varios dias volvemos a sacar una muestra (286, por ejemplo). En esa muestra contamos que hay 37
peces sefialados. Inducimos que se cumple lo siguiente:

(proporcion de peces sefialados en el estanque) = (proporcion de peces en la muestra de 286).
Llamando N al nimero total de peces del estanque, la igualdad anterior queda asi:

4337
N 286
de donde se deduce que N =2651. Inducimos, pues, que hay 2651 peces en el estanque.
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Ahora debemos hacer las siguientes reflexiones.

iPodemos asegurar que el nimero total de peces en el estanque es 26517 Por supuesto que no. Esta valo-
racion es aproximada.

Debemos, por tanto, conformarnos con dar el resultado de forma aproximada. Por ejemplo: el nimero total
de peces esta comprendido entre 2400 y 2 900.

Aun asi, no podemos estar seguros del todo. Nos conformaremos con decir que muy probablemente el nd-
mero total de peces esta entre 2400 y 2 900.

A jugar y experimentar

Esta experiencia anterior podemos imitarla bastante cdmodamente y sin molestar a los peces.

Juntemos un buen montdn de chapas, o cualquier otro objeto a nuestro alcance, en una gran caja. ; Cuantas
tenemos? Intentemos estimarlo sin contarlas todas. Para ello saquemos un montoncito, las contamos y las
sefalamos. Las devolvemos a la caja, removemos un buen rato para que se mezclen bien y sigamos los pasos
del ejemplo de los peces del estanque.

Ahora tenemos la ventaja de que, después de hacer la estimacion, podemos contarlas todas y comparar el
ndmero real con el nimero estimado.

Algunas reflexiones sobre este ejemplo:

1. La experiencia de los peces nos ha servido para estimar el total de ellos que habia en el estanque. Pero
podriamos haber utilizado esa muestra para estimar la media y la desviacion tipica de sus longitudes, o
sus pesos. Los parametros obtenidos en la muestra los identificaremos con los del total con cierta cautela:
es probable que la media de los pesos de todos los peces del estanque sea aproximadamente igual a la
media de los pesos de la muestra.

2. Observemos que por los boquetes de la red pueden escapar los peces chiquitines, es decir que el tipo de
red utilizada produce una seleccion de tamarios en los peces de la muestra. De este modo, las conclusiones
que saquemos no son del todo validas. Si acaso, podremos sacar conclusiones sobre peces a partir de un
cierto tamano. Es lo mismo que si, para obtener datos sobre la renta de los ciudadanos, hiciéramos una
encuesta telefonica. Los resultados serfan erroneos, validos tan solo para ciudadanos con teléfono.

La eleccion de una muestra es una tarea muy delicada en la que hay que cuidar, entre otras cosas, que todos
los individuos de la poblacién tengan la misma probabilidad de estar incluidos en ella.

Parametros estadisticos

¢ Como reconocer cuéles son los parametros mas adecuados a una distribucion? ; Cémo calcularlos con exac-
titud a partir de los datos iniciales?
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Los parametros estadisticos sirven para resumir en pocos niimeros una distribuciéon. Como es légico, en el
extracto se pierde mucha informacién, pero se gana en simplicidad, en eficacia y en operatividad. Los para-
metros estadisticos por excelencia son la media y la desviacion tipica. Recordemos su significado y la forma
de calcularlas.

Los alumnos de 1° A'y 1° B se distribuyen, seg(in sus estaturas, mediante las graficas siguientes:

|_|_

N 1w wnn n N 1N N NN N wn
<t LN N O O NN
PR gt e i S DA AN I

i Qué grafica corresponde a cada curso? De las siguientes cuatro posibilidades, jqué par de parametros po-
dria corresponder a cada curso?

1. x=150;0=6,5

2. x=170;0=8,5

3. x=163,25,0=813
4. Xx=164,50=6,25

Recordemos que X es la media y o la desviacion tipica.

Significado de la media y de la desviacion tipica

La media de una distribucion es el valor central de la misma alrededor del cual se distribuyen los valores.
Con solo mirar las dos graficas anteriores vemos que, en ambas, la media es, aproximadamente, 163,5 cm.
Podemos descartar, pues, las opciones 1y 2.

La desviacion tipica mide en cuanto los valores de la distribucion estan separados de x, en término medio.
Una desviacion tipica alta significa valores muy dispersos, lejanos de la media. Una desviacion tipica baja
significa que, en general, los valores estan préximos a la media.

La primera de las dos distribuciones anteriores, la que corresponde a la clase B, tiene menos individuos de
estaturas extremas (altos y bajos) y mas de ellos en los intervalos centrales (medianos). Por tanto, su desvia-
cion tipica debe ser menor que la de la otra distribucién. Podemos, pues, asegurar que los parametros de la
opcion 3 corresponden a la clase Ay los de la 4, a la clase B.

Célculode xy de o

Recordemos que para una distribucion estadistica de valores x,, x,, x,, x,, ..., x , se definen asi:

Media:

XXX X X, EX,‘-
n

n

Desviacion tipica:

Cuando la distribucion viene dada en una tabla de frecuencias.
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Xi f;
X, fi
X f,
X3 f;

Xﬂ fﬂ

Recordemos que en una distribucion estadistica cualquiera casi podemos asegurar que:

1. Enelintervalo (x - o, X + 0) estan entre el 60% y el 80% de los datos observados.
2. Enellintervalo (x - 20, X + 20) estan entre el 90% y el 100% del total de datos.
Estos parametros se pueden obtener mediante las siguientes expresiones:

fox + X+ + X, =EﬁX;
fi+fi+..+f, Ef,

fl(xl—;)2+f2(xz—;)2+...+fn(x —x) Ef(x X) |
fi+f+o+f, >

La desviacion tipica puede ponerse de otra forma:

Ef(x—Zxx+x)=2ﬁxi2 _ZEf Efx o
21 YD YD T

X =

fxa g+t fx
fi+fi+..+f,

Esta Gltima expresion es notablemente mas comoda que la anterior para la obtencién de o, como veremos
mas adelante en los ejemplos.

o=

Uso de calculadora para la obtencion de x y de o. Hay calculadoras que tienen funciones estadisticas. Las
reconoceremos porque, bajo algunas teclas, tienen las anotaciones:

Exz,zx,n,x,c.

CASIO
©_Edit Zoom Analysis ¢ X

‘Sheat [sheet2|Sheet3 [Shestd [SheetS

:Coémo proceder con ellas para calcular X y o a partir de una tabla de frecuencias? Veamoslo:
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1) Procuremos que el aparato se encuentre en disposicion de efectuar calculos estadisticos. En tal caso suele
presentar en la parte alta de la pantalla la notacién SD. En cada modelo, esto se consigue de un modo distinto.

2) Cerciorémonos de que no hay nada acumulado. Para ello, pulsemos la tecla E Si sale 0 en la pantalla, esta en
condiciones de acumular los datos. Si no, borremos lo que hay en memoria mediante la secuencia .

Cada modelo de calculadora tiene una nomenclatura y procedimientos propios. Hay que leer con aten-
cion las instrucciones y orientaciones que se daran, pero ademas, cabe investigar directamente en el
aparato como se realizan las funciones que se describen mientras se consulta el manual de la maquina.

Seg(in el modelo de calculadora, los datos pueden introducirse con la tecla| DATA | o, también, con la tecla .

3) Acumulacion de datos:

1° dato 1 frecuencia
2° dato 2% frecuencia

Asi, sucesivamente, hasta haber cargado todos los datos. También se pueden cargar asi:

1° dato ... (se pulsa la tecla tantas veces como aparezca este dato).

Si hemos introducido erroneamente algin dato y necesitamos corregirlo, podemos suprimirlo del si-

guiente modo:

Dato erroneo

4) Pulsando cualquiera de las teclas , , , , obtendremos el valor correspondiente,

y esta consulta puede hacerse en cualquier momento del proceso. Después, si se quiere, se puede seguir

introduciendo datos.

No olvidemos

® lo fundamental
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Continda de Lenitas Geométricas N° 3, 5% época, p. 21. Los sistemas de desigualdades lineales.

3. Capsula convexa de un sistema de puntos

Imaginemos que en un plano con aspecto semejante al de una hoja de madera contrachapa-
da sin limites, en los puntos A}, A, ..., A estan insertas unas clavijas.

(2
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Estirando como corresponde un lazo de goma, abarquemos con él todas las clavijas (dentro de la linea de
trazos). A continuacion, dejemos el lazo contraerse en la medida en que lo permitan las clavijas. El conjunto
de puntos abarcados por el lazo después de contraerse se muestra en rayado en la figura de arriba.

Esta multitud representa naturalmente un poligono convexo. Este Gltimo se llama capsula convexa del siste-

ma de puntos A, A, ..., A .

Realizar semejante experimento cuando los puntos A, A,, ..., A sesittan en el espacio en vez de en el plano
es bastante dificil.

No obstante, demos libertad alaimaginaciony supongamos que hemos logrado meter los puntosA A, ..., A,
en una bolsa de film plastico ajustada. Esta bolsa se contraera hasta que comiencen a impedirlo algunos de
los puntos. Por dltimo, llegara el momento en que la bolsa ya no podra seguir ajustandose.

A

4

A

2

Claramente, al llegar este momento, la bolsa toma la forma de un poliedro convexo con sus vértices en algu-
nos de los puntos A, A,, ..., A . La region del espacio abarcada por este poliedro también se llama cdpsula
convexa del sistema de puntos A, A,, ..., A .

La definicién que acabamos de dar de la capsula convexa, aunque es muy evidente, no es del todo irrepro-
chable desde el punto de vista del “rigor matematico”. A continuacién, daremos su definicion estricta.

Supongamos que A, A, ..., A esun conjunto arbitrario de puntos (en un plano o un espacio). Examinemos
todos los puntos que puedan tener la forma

Sl-A1+Sz'A2+...+Sp-Ap. @)
siendos,, s,, ..., s, cualesquiera niimeros no negativos, cuya suma es igual a la unidad.

S

1,52,...,3/)20 y 51+52+---+5p:1- @)

Definicion. El conjunto de puntos de la forma (1) con la condicién (2) se denomina cdpsula convexa del
sistema de puntos A, A,, ..., Ay se designa

ALA, LA
Para convencernos de que esta definicion no difiere de la anterior, veamos en primer lugar los casos p =2 y

p = 3. Siendo p = 2, tendremos dados dos puntos A, y A.. El conjunto (A,, A ), conforme a la afirmacion (1)
recién establecida, es el segmento A A,

Si p =3 tendremos dados tres puntos A, A, y A,. Demostremos que el conjunto (A, A, A.) esta compuesto
por todos los puntos que yacen dentro y en los lados del triangulo A/ A A_.

Y, en general, demostremos el siguiente lema.
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Lema. El conjunto (A, ..., A, A ) estd compuesto por todos los posibles segmentos
p-1 " p
que unen el punto A con los puntos del conjunto A, ... Ap_1>-

Demostracion. En lo sucesivo, para comodidad de escritura, designaremos el conjun-
L to A, .. A )porM, yelconjunto (A, ..., A, A) por M,

Veamos cualquier punto A € M. Este punto tiene la forma

A251A1+...+$ A 45 A,

p-Y 'p-1 TP p

siendo

Sy eer S <0, S +...+s =1.
p 1 P

Sis, =0, entonces A €M, , o sea, el conjunto M, , es parte de M, Sis =1, entonces A = A , es decir, el

punto A pertenece a ‘M . Asi pues, M_contiene a M__ y al punto A . A continuacién, demostraremos que
p P 2 p-1 P

cualquier segmento A'A , siendo A" € M, , pertenece totalmente a M,.

Si A es un punto de tal segmento, entonces
A :tA’+sAp(t, s=20,r+s=1).
Por otra parte, segln la definicién del punto A", tenemos

A’:t1A1+...+tp71Ap71(t1,...,t =20,t +...+t  =1)

p-1 1 p-1

por consiguiente,

A:tt1A1+...+tt A +5A.
p p

-1 p-1
Suponiendo que tt, =s,, ..., tt_ =a_,,s=s, obtenemos (1) y (2). Con esto queda demostrado que A € M.
Asi pues, cualquiera de los segmentos indicados pertenece totalmente a ™M,

Nos queda por comprobar que el conjunto ‘M, no contiene otra cosa que no sean estos segmentos, es decir,
que cualquier punto A de ‘M, pertenece a uno de los segmentos a considerar.

SeaA € ‘Mp. Entonces, tenemos (1) y (2). Se puede considerar s, % 1, de lo contrario, A :Ap y entonces no nos

queda nada que demostrar. Pero siendo s = 1, entonces s, + ... +s , =1 -5 > 0; por lo tanto, podemos escribir

S Sp-
- A 4.+ £

p-1

A |45 A

p-1 p" P

A(s 405, S
SytetS,

S +...+S
La expresion entre corchetes determina cierto punto A’ perteneciente a ‘M, ,, debido a que los coeficientes
deA, ..., A, , en esta expresion no son negativos y su suma es igual a 1. O sea,

A=(s,+... + Sp—l)A +s A,

Puesto que los coeficientes de A’ y A tampoco son negativos y su suma es igual a 1, entonces el punto A se
encuentra en el segmento A’A. Con esto finaliza la demostracion del lema.

Ahora no es dificil comprobar que tanto la definicion evidente como la estricta que hemos dado para la
capsula convexa son equivalentes. En efecto, independientemente de cual de las dos definiciones utilice-
mos como base, el paso de la capsula convexa del sistema A, ..., A, a la capsula convexa del sistema
A, ..., A, A, transcurre en ambos casos en conformidad con una misma regla: el punto A debe unirse me-
diante segmentos con todos los puntos de la capsula convexa paraA,, ..., A_ (con una definicion evidente
de capsula convexa, dicha regla se manifiesta directamente; si la definicion es estricta, esta regla forma el
contenido del lema).

Ahora, si tenemos en cuenta que siendo p = 2, conforme a ambas definiciones, obtenemos un mismo con-
junto, o sea, el segmento A A,. Entonces, la equivalencia de las dos definiciones se hace evidente.

Sin embargo, no hemos justificado alin por completo el término “capsula convexa”, pues, no tenemos de-
mostrado que el conjunto (A A, ..., Ap} es siempre convexo. Hagamoslo a continuacion.

Sean A y B dos puntos arbitrarios de este conjunto, tales que:
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A :SlA1 +52A2 + .+ SpAp,,

B= tlA1 + t2A2 + .+ tpAp,

siendo
Sy e sptl, , tp =0
51+---+5p:t1+---+tp:1~ 3)
Cualquier punto C del segmento AB tiene la forma
C=sA+1B,
siendo
s t=0;s+t=1. C))

De esto se deduce
C=sGA +... + SPAP) +t(EA + ..+ tpAp) = (ss, +tEDA + .. + (SSP + ttp)Ap.

Conforme se deduce de (3) y (4), los nimeros que son coeficientes de A,, ..., A_no son negativos y su suma
es igual a 1. Esto significa que el punto C pertenece al conjunto (A, A, ..., Ap) es decir que este conjunto
es convexo.

Al mismo tiempo, no es dificil comprobar que (A, A,, ...,Ap} es el conjunto menor entre todos los conjuntos
convexos que contienen los puntos iniciales A, A, ..., A  es decir que este conjunto va incluido en cual-
quiera de tales conjuntos. Esta afirmacion se deduce directamente de la demostracion del lema anterior y de
la definicion de conjunto convexo.

Este hecho da una explicacién a la denominacion de cdpsula convexa. Al mismo tiempo, brinda una explica-
cion mas al hecho de que el conjunto (A, A, ...,Ap) puede ser obtenido por el procedimiento ya descripto.
Es que el conjunto abarcado por el lazo de goma (o bolsa de plastico), después de que este se contrae todo
lo posible alrededor del sistema de puntos A, A,, ..., A, es precisamente el menor conjunto convexo que
contiene a dichos puntos.

4. Cono poliedro convexo

Comenzaremos por su definicién. Se llama cono poliedro convexo a la in-
terseccion de un nimero limitado de semiespacios cuyos planos confines
o limites pasan por un mismo punto. Este Gltimo se llama vértice del cono.

/~ En primer lugar, indicaremos qué relacion tiene
el concepto de cono poliedro convexo con res-
pecto a los sistemas de desigualdades lineales.
Nos limitaremos a un caso particular, aquel en
que el vértice del cono es el origen de las coordenadas. Esto significa que todos los
planos confines pasan por el origen de las coordenadas. Ahora bien, la ecuacion
de un plano que pasa por el origen de las coordenadas tiene la forma

ax +by+cz=0

(el término independiente de esta ecuacion debe ser igual a cero, de lo contrario (0, 0, 0) no sera solucién).
Asi pues, un cono poliedro convexo con el vértice en el origen de las coordenadas es la region de soluciones
de cierto sistema de desigualdades homogéneas:

ax+by+cz=0,
ax+by+c,z=0,

a,x+b,y+c,z=0

Naturalmente, también es valido lo inverso: la region de soluciones de un sistema de desigualdades homo-
géneas siempre representa cierto cono poliedro convexo con el vértice en el origen de las coordenadas.
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Un ejemplo de cono poliedro convexo puede ser una regién convexa en el espacio, cuyos confines o limites
constituyen cierto angulo poliedro con el vértice S -algo parecido a una piramide convexa, ilimitada y sin
base, que se extiende sin limites desde su vértice- (en la figura siguiente se muestra una de estas piramides
con cuatro caras).

También puede haber casos menos interesantes, como los que siguen.

1. Un semiespacio.

oS T

En este “cono”, el vértice puede ser cualquier punto S € &, siendo wt el plano confin de dicho semiespacio.

2. Lainterseccion de dos semiespacios cuyos planos confines se cortan por unarecta/ (ver la figura siguiente)

puede ser cualquier punto S €.

3. Un plano. Naturalmente, cualquier plano w en el espacio puede considerarse como la interseccion de dos
semiespacios, situados en diferentes lados de .

Y

En este caso, el vértice puede ser cualquier punto S € m.
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4. Un semiplano.

S
*

El vértice S puede ser cualquier punto de la recta confin.

5. Una recta. En el espacio, cada recta / puede obtenerse mediante la interseccion de tres semiespacios,
cuyos planos confines pasan por /, como se muestra en la figura abajo.

El vértice S puede ser cualquier punto de la recta /.

6. Un angulo (menor que 180°) en un plano arbitrario 7

Este angulo puede resultar de la interseccion del plano 5t con dos semi espacios (§ como, concretamente?).

7. Un rayo.

Un rayo puede ser considerado como la interseccion de una recta con un semiespacio. El vértice S es el
origen del rayo.

8. Un punto. Un “cono” semejante puede obtenerse tomando la parte comdn entre un rayo y un respectivo
semiespacio:
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Claro que los ejemplos enumerados de 1 a 8 difieren (unos en menor, otros en mayor grado) de la ha-
bitual utilizacion de la palabra “cono”, pero nos vemos obligados a conformarnos con ello si queremos
conservar la definicién general de cono poliedro convexo dada al principio.

Ahora procuraremos demostrar, en pocas palabras, que los conjuntos que acabamos de enumerar represen-
tan todos los conos convexos en el espacio.

Supongamos que p significa cierta cantidad de semiespacios cuya interseccion constituye el cono conside-
rado K. Siendo p = 1, nuestra afirmacion es valida, puesto que entonces K es un semiespacio. Un simple
calculo, que proponemos hacer, muestra que nuestra afirmacion es vélida para el cono obtenido mediante
la interseccion de p semiespacios, y lo sera también para un cono obtenido mediante la interseccion de p
+ 1 semiespacios. De esto, en conformidad con el principio de induccién completa, se deduce que nuestra
afirmacién es valida para cualquier p.

Los conos poliedros convexos presentan muchas propiedades interesantes, cuya profundizacion superaria el
espacio disponible; no obstante, procuraremos exponer algunas nociones, en parte aqui mismo y en parte
mas adelante, en un proximo nimero de Lefitas Geométricas.

Formulemos una definicion o, mejor dicho, una designacion. Sea B, B,, ..., B_, el conjunto arbitrario de
una cantidad finita de puntos (en el espacio). Con los simbolos (Bl, B, .. Bq} designaremos el conjunto de
puntos de la forma

tB +tB +... + thq,
siendot, t, ..., t, nimeros arbitrarios no negativos.

:Qué representa geométricamente el conjunto (B, B,, ..., B )? De la definicién queda claro que este conjun-
to representa la suma de los conjuntos (B,), (B,), ..., (Bq); por eso, primero debemos determinar qué repre-
senta el conjunto (B), es decir, el conjunto de puntos de la forma tB, siendo t cualquier nimero no negativo
y B un punto prefijado. La respuesta a esta Gltima pregunta es evidente: si B es el origen de las coordenadas,
entonces el conjunto (B) también coincide con este origen, pues de lo contrario (B) es un rayo que parte del
origen de dichas coordenadas y que pasa por el punto B.

Ahora observemos que la suma de cualquier conjunto con el origen de las coordenadas nos da nuevamente
este mismo conjunto; con esto queda claro que al examinar el conjunto (B, B, ..., Bq) no perdemos nada,
si consideramos todos los puntos B, B,, ..., B diferentes del origen de las coordenadas. En este caso, el con-
junto (B, B, ..., B ) representara la suma de los rayos (B,), (B,), .., (B,)-

La Gltima observacion hace casi evidente el siguiente lema.

Lema. El conjunto (B, B,, ..., Bq) es la union de los segmentos que re(inen cada punto
del conjunto (B, B, ..., B ) con cada punto del rayo (B).

Una estricta demostracion de este lema se realiza con el mismo procedimiento que para
demostrar el lema analogo anterior. Recomendamos hacerla.

Partiendo de este lema, es facil deducir que (B,B,) es un angulo, una recta, o bien un
rayo:
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A continuacion, sera facil establecer que (B, B, B,) es uno de los siguientes conjuntos: una piramide trian-
gular ilimitada, un plano, un semiplano, un angulo, una recta o un rayo.

Ahora esta claro que entre los conjuntos (B, B, ..., Bq) y los conos poliedros convexos debe existir una rela-
cion estrecha. Y esta relacion efectivamente existe. Para mayor claridad formularemos las respectivas afirma-
ciones bajo la forma de dos teoremas.

Teorema 1. El conjunto (B, B, ..., Bq), o bien coincide con todo el espacio, o bien repre-
senta cierto cono poliedro convexo con el vértice en el origen de las coordenadas.

En efecto, el conjunto (B, B, ..., Bq) puede coincidir con todo el espacio; lo demuestra
el siguiente ejemplo. Consideremos cuatro puntos B,, B, B, B, situados de tal forma que
los rayos (B,), (B,), (B,), (B,) constituyen, por pares, angulos obtusos, como muestra la

figura de abajo.

Cada uno de los conjuntos (B, B, B.), (B,, B, B,), (B, B, B,), (B, B,, B,) representa una piramide triangular
ilimitada con el vértice en el origen de las coordenadas. Evidentemente, el conjunto (B,, B, B,, B,) contiene
cada una de estas piramides. Ahora bien, la unién de dichas piramides coincide con todo el espacio.

Teorema 2. Cualquier cono poliedro convexo con el vértice en el origen de las coordena-
das es un conjunto de la forma (B, B, ..., B ).

Demostracion del teorema 1. La daremos en rasgos generales. Utilizaremos para ello el
método de induccion matematica completa.

La confirmacion del teorema, siendo g =1, es evidente. Supongamos ahora que este teo-
rema se cumple para los conjuntos de la forma (B, ..., Bq) y, basandonos en este hecho,
demostremos su validez para el conjunto (B,, ..., B, B, ,).

Conforme con el presupuesto de induccion, (B, ..., Bq) representa a todo el espacio, o
bien cierto cono poliedro convexo en este espacio. El primer caso, practicamente, no ne-
cesita demostracion, puesto que entonces (B,, ..., B, qu) es también todo el espacio.

Sea que tiene lugar el segundo caso: (B,, ..., Bq} es el cono poliedro convexo K. Seglin el lema, el conjunto
B, ..., B, Bq+1) es la union de los segmentos que van desde cada punto del conjunto K hasta cada punto

del rayo (Bqﬂ).
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Pero, como hemos demostrado anteriormente, cualquier cono poliedro convexo K es, o bien una piramide
convexa ilimitada, o bien uno de los conjuntos 1 a 8. Examinando para cada uno de estos dos casos la unién
de segmentos que acabamos de indicar, no es dificil convencerse de que esta unién o bien coincide con todo
el espacio, o bien representa de nuevo un cono poliedro convexo.

Asi pues, el teorema es valido para conjuntos de la forma (B,), asi como también para (8, ..., B, B_ ), puesto
que lo hemos considerado justo para (B, ..., Bq). De ello se deduce que este teorema es valido para cualquier g.

Demostracion del teorema 2. Supongamos que K es un cono poliedro convexo con el vértice
en el origen de las coordenadas O. Como hemos dicho, K o bien es una piramide convexa
ilimitada, o bien uno de los conjuntos 1 a 8.

Supongamos que ‘K es una piramide. Elijamos un punto en cada una de sus aristas; obtenemos un
sistema de puntos B, B,, ..., B . Afirmamos que el conjunto (B, B,, ..., Bq) es, precisamente, ‘K.

Para demostrarlo examinemos un plano &t cualquiera, que corta todas las aristas de la piramide

K. Obtenemos los puntos B, B,, ..., B_.
q

Es evidente que
Bi = lel,' B; = szz’ ., Bq = qu ; D)
siendo ky, k, ..., k_ ciertos ndmeros no negativos.

Supongamos ahora que B es cualquier punto de nuestra piramide diferente de su vértice O. El rayo OB se cruza
con el plano 7 en cierto punto B'. Es evidente que B' pertenece a la capsula convexa del sistema B, B, ..., B,
y, por lo tanto,
r_ 2 ' ’
B'=sB +sB) +.. +Squ.

Seans, s, ..., Sy ndmeros no negativos cuya suma es igual a 1. Ahora, si tenemos en consideracion la afir-
macion (1) obtenemos
r_
B'=skB +skB, +..+ ququ

y teniendo también en consideracion que B" = kB (k > 0), obtenemos
B=tB +tB,+...+ thq

donde P
t = kal (i=1,2,....9).

Asi pues, hemos demostrado que cualquier punto B de la pirdmide K pertenece al conjunto (B, B,, ..., Bq).
Lo reciproco, es decir, que cualquier punto del conjunto (B, B,, ..., Bq), pertenece a K es evidente. O <)

sea, ‘K coincide con (B, B, ..., B ).
<1 2 q> /JA\/

9€°

N
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PARA RESOLVER

P:(EMATIQY
g A . . L, . . .
g !@) a con imaginacién e inteligencia
o
P S
LS Respuesta del N° 6
omp

Hallar el &rea del triangulo ABC utilizando la altura AD de 6 cm y el segmento BD de
4 cm.

Solucién

Los triangulos ABD y ADC son rectangulos y el angulo en el vértice B de ABD es igual al angulo en el vértice A

de ADC, luego son triangulos semejantes. De la relacion:
bD_s
6 4

resulta que CD mide 9 cm. Entonces, el area de ABC es 39 cm?.
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sEMaT PARA RESOLVER
v
Y V4 . . .
N Oy con imaginacién e inteligencia
Y Z
2, N
LS Respuesta del N° 7
Oomp

En la figura, cada circunferencia pasa por el centro de la otra. Hallar el valor del angulo
o dado en la figura.

[

Solucién

Como cada circunferencia pasa por el centro de la otra, las circunferencias tienen radios del mismo valor, igual a
la distancia entre sus centros. Los triangulos coloreados son equilateros, puesto que sus lados son radios de las

circunferencias,

(=

El angulo central f mide 120° luego el angulo inscripto o debe medir 60° es decir, la mitad del central
correspondiente.
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